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1. Avant-propos

J'ai entendu parler pour la premiére fois de kotke de la relativité d’échelle (Nottale,
1993, 1998) lors d'un cours de Philippe Martin écembre 2003 a I'Université d'Artois. Qui
aurait pu me dire a cette date que trois ans phakj€crirai un mémoire completement tourné vers
cette théorie. Ecrire de la géographie a partiladeelativité d’échelle peut étre vu comme une
gageure. En effet, il s'agit d’une théorie physigeerite en langage de physicien et pour les
physiciens, ou a la rigueur pour les mathématiciegdeus sommes donc loin du corpus
géographique a I'exception de deux choses : leslléshet les formes. Je n’ai pas la prétention
d’avoir tout compris de cette théorie tant elle Bshe et tant ses concepts et ses idées sont
profondes. Cependant, il m’est possible d’en prigsdes fondements et les applications spatio-
temporelles, et de montrer qu’elle a toujours ét&sgnte en filigrane en géographie, de maniere
informelle, et cela depuis I'émergence de I'écatialienne !

J'avais déja commencé cette entreprise dans momoireééde master 1 (Forriez, 2005). Au
cours de mon premier stage archéologique a Bovis Z804), je m’étais apercu que la
chronologique relative du chateau obéissait a dredog-périodique. Aussi, j'avais décidé de batir
une réflexion épistémologique autour de ce comias ce mémoire de master 1. Elle m'a amené a
commencer une double analyse : d’'une part une smagmporelle sur le site de Boves et d’'autre
part une analyse spatiale de la localisation dé®susites en Picardie historique (Pas-de-Calais,
Somme, une partie de l'Aisne et Oise). Ces analgs#seu deux défauts majeurs. D’abord,
l'analyse temporelle n’a été réalisée que sur latedu de Boves. De plus, I'analyse spatiale
commencée est lacunaire et peu convaincante ean'allété faite que sur la carte du XXlécle
des mottes et chateaux, carte qui était d’'ailleazempléte. Aujourd’hui, cette carte a été remise a
jour ce qui permet de préciser I'analyse. Il faudirasi croiser les deux pour obtenir une véritable
analyse spatio-temporelle. Elle consistera a pairl'état initial arbitrairement choisi de la
répartition des mottes a I'an 1000, par exempl@,lahcer un petit programme de diffusion spatiale
a partir de I'équation de Schrddinger généraliséer proir comment la structure spatiale de la
constellation des chateaux évolue, donc voir siégloiement théorique est conforme aux données
connues.

Apres mon mémoire de master 1, j'ai décidé d’oecupon temps libre a faire avancer mon
travail de recherche entrepris en 2004-2005. lgis’d’en achever la partie technique afin de
pouvoir réaliser une simulation spatiale autremgmé par les méthodes devenues classiques
d’automates cellulaires ou de systemes multi-ag€les objectif a été encouragé par ma rencontre

avec Laurent Nottale en janvier 2006. J'avais destas qu’en tant a ma maitrise de ['outil
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mathématique et a la validité de ce que javaigsesnt Finalement, il s’est avéré que javais
envisagé par intuition une voie fructueuse.

Aussi, pour me donner les moyens de cette recbejeh décidé de faire un stage avec
Laurent Nottale en juin-juillet 2006 a I'Observatde Meudon. Ce fut un grand moment pour moi.
J'ai vu comment fonctionne la recherche francatseeequ’est réellement le métier de chercheur.
J'ai ainsi décidé de poursuivre dans ce mémoirendster 2 cette recherche passionnante sur la
relativité d’échelle et sur son utilité et de s@plecation en analyse spatiale, et plus généralemen
en geographie.

Dans ce travail, je veux simplement essayer diigtab recueil suffisamment approfondi sur
un corpus de méthodes dispersées dans plus deus@@ges (si on se limite a la bibliographie
francaise) ! Ainsi, une trés importante synthéselsuwlevenir, sur les théories, sur les concepts et
sur I'application des sciences a été entrepriseggpour satisfaire a deux objectifs : (1) montrer
gue la science, au sens général, vit vraisemblabsienin moment crucial de son évolution ; (2)
introduire I'ensemble des outils a la dispositi@s @irchéologues, des géographes, et peut étre des
historiens afin qu’ils puissent analyser plus esf@ndeur leurs résultats dans le cadre d'un espace-
temps, et perfectionner les méthodes qu’ils utiise

Pour conclure, je tiens a préciser que ma formaditistorien m’incite plus facilement a
prendre des exemples dans des espaces historttuegnt ainsi en plus de la dimension spatiale,
une dimension temporelle non négligeable, commstde cas dans I'application de Boves.
Toutefois, d'autres exemples seront développésa €nt, cebpusest purement épistémologique

et technique. Il présente peu d’exemples et de@asrets, ceux-ci étant réservés pour ma these.
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2. Introduction générale

L’analyse spatiale a déja une cinquantaine d’asri€ke a su faire progresser la géographie
vers une science quantitative. Cependant, il facdmnaitre qu’elle manque toujours d’'une certaine
cohérence. De nombreux géographes ont testé wedaisle méthodes quantitatives différentes sur
'espace géographique, et ils ont réussi, par aisba analyser ce dernier. Toutefois, ces méthodes
et outils allant de la mécanique quantique a laami§cie newtonienne, en passant par des analyses
statistigues comme les analyses en composantesipades ou les analyses factorielles de
correspondance, n'offrent pas la possibilité de atéuner clairement la géographie des autres
disciplines. En effet, d’'une part, ces méthodes«omiarché », mais on ignore pourquoi. L’exemple
type renvoie bien sdr aux automates cellulairesaa systemes multi-agents. D’autre part, elles
appartiennent a des théories non géographiquesjigat qui le restent, méme si elles ont fait leur
preuve en géographie. Ce mémoire a pour objectgrdposer une tentative de clarification sur la
causalité profonde de l'organisation spatiale detdiface terrestre (formes naturelles, formes
anthropiques aux échelles moyennes) dont la gébigraga charge de I'étude. Il entre donc dans le
projet de I'étude des formes en géographie comgraeit structurant de la discipline, a la lumiere
des théories transdisciplinaires de la morphogedégeloppées depuis les années 1980.

Le probleme levé semble si important qu'il tendeaouvrir, a lui seul, toutes les autres
connaissances. Dans cet effort de conciliaticiait distinguer synthése, fusion et recomposition.
ne s’agit ici ni de faire une synthése, ni d’eftestune fusion des connaissances acquises autour de
limmense thématique qu’est la complexité. Il stage réaliser une recomposition des échanges

entre les différentes disciplines pour construgs dbjets scientifiques communs (fig. 1).

Limite rendue floue CQBIET SCIENTIFIQUE
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Figure 1. Schéma de la recomposition des objeensiques.

La relativité d’échelle est une extension a padtr principes premiers de la géométrie
fractale. Elle a déja permis de nombreuses appitatdans différents domaines (physique,
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biologique, économiquestc). De ce fait, la compréhension de I'espace teeeasla lumiere de la
relativité d’échelle pourrait donner une force captoelle supplémentaire a tous les travaux
géographiques antérieurs, et particulierement ceulkanalyse spatiale. Cependant, ce mémoire ne
doit pas étre pris comme une rupture, mais commeamplément théorique qui m’apparait
indispensable pour mieux fonder la géographie ehg@ae science autonome et originale.

Les essais antérieurs de Roger Brunet ou de Re@iaval par exemple, ont toujours été
problématiques dans la mesure ou, pour considé@etacalisation dans I'espace géographique, il
fallait systématiquement faire appel ou renvoyer annnaissances des autres sciences telles que
I’économie, 'histoire, la sociologie, I'ethnologite droit, la géologie, la biologie, la physique,
chimie, les mathématiques pour ne citer qu’ellasfiAal, la géographie spatiale estmelting pot
de sciences, faisant de la géographie une diseiglicarrefour ». La géographie se trouve donc étre
une science de synthese, a la croisée de ce queed'asciences ont développé sur la localisation
dans l'espace ! C'est le probleme de la causatitérne et externe qu’a défini Philippe Martin
(2004a). Le dualisme est le suivant : la dimensjoattiale est-elle structurelle et causale, ou lest-e
une conséquence attendue de la dynamique écongnsqo®logique, politique, ethnologique,
etc.? Dans le premier cas, le champ de la géograghielpi étre propre et est original ; alors que
dans l'autre, la géographie n’est qu’une synthasero « carrefour » d’autres discours, et dans ce
cas une individuation ne peut étre envisagée quimeau des conséquences des regles et
fonctionnements des métathéories dont la géograldéimiendrait ; ce qui est peu.

En conséquence, tout se résume presque a sawainaa on peut objectiver les formes en
géographie. Quelques éléments seront envisagédanémoire pour répondre a cette question. Il
faut rappeler qu’'une série de tests a permis diexgdter la pertinence de I'utilisation de la
relativité d’échelle comme outil théorique de bpear fonder la géographie en tant que science des
formes. Les quelques résultats obtenus sont paadvaincants (Forriez, 2005 ; Forriez, Martin
2006), méme s'ils restent largement prospectifs.

Ainsi, une réflexion en quatre parties peut étappsée pour traiter cette vaste question. La
premiére partie fera le point sur ce que sont ésnses de la complexité et sur la place que la
géographie tient, ou plutét devrait y tenir. Lam®de partie fera une mise au point sur le concept
d’échelle en géographie. La troisiéme partie priesarrapidement la théorie fractale et la relativit
d’échelle. La quatrieme partie développera au fopatlques applications de ces théories de la
complexité en géographie.
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3. Géographie et complexité

Les géographes se sont intéressés relativemeat l®icomplexité (Pumaiet alii, 1989 ;
Frankhauser, 1994 ; Dauphiné, 1995), mais tousvaisemblablement rencontré une difficulté :
immense complexité de la formalisation mathémaiqui n’appartient que peu a leur culture dont
on sait qu’elle est encore largement littérairesgiuse sont-ils contentés de fonder une série de
réflexions épistémologiques pour guider la commtéades géographes sur cette voie.
Malheureusement, elles n’ont fait guére école. iffagion de ces concepts reste tres restreinte car
il faut bien I'avouer, ils sont tres difficiles @mprendre. Cette partie a deux objectifs. D’'une, par
elle cherche a repositionner le débat de la contplelans son contexte historique et a redonner des
définitions plus ou moins précises autour de centheD’autre part, cette partie essayera de lancer
guelques pistes pour réinsérer la complexité au doedébat géographique contemporain.

Pour ce faire, il faudra commencer pour redéfo@rqu’est I'épistémologie et a quoi elle
sert. Puis, a partir de ces définitions, il s'aglieadéfinir les principaux cadres doctrinaux qui on
alimenté le débat au sein de I'école géographigameciise. Et enfin, il faudra rappeler quelques
définitions et repositionner la thématique de lenptexité au sein des sciences, et particulierement

de la géographie francaise.
3.1. Eléments d'épistémologie

3.1.1. Philosophie, science et sciences

« A l'origine, philosophie et science étaient amdues. La connaissance, la réflexion sur la
démarche scientifigue en général, ou sur les psodgechacune des sciences, relevaient du domaine
des philosophies. La séparation du domaine sdiguif devait amener un glissement de la
signification des termes, qui aboutit aujourd’hwirée confusion regrettable(&rawitz, 2001, p. 7).

La philosophie englobe toutes les sciences péidgres qui ne sont qu’une portion limitée de
la réalité. Les sciences particulieres partent desyppositions. La méthode et I'objet de la
philosophie ne sont pas fixés par avance, mais &e déterminent a chaque fois de nouveau.
Emmanuel Kant a proposé de regrouper la philosophiequatre thémes. Que puis-je faire ?
(Métaphysique) Que dois-je faire ? (Morale) Quesnikepermis d’'espérer ? (Religieux) Qu’est-ce
gue 'homme ? (Anthropologie)

L’épistémologie est « I'étude critique des priresp des hypothéses et des résultats des
diverses sciences, destinée a déterminer leumerigigique, leur valeur et leur portée objective »
(Lalande, in Grawitz, 2001, p. 8). A lorigine, il s’agit d'undliscipline philosophique.

L'épistémologie est la synthése de la gnoséologie théorie de la connaissance) et de la
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philosophie des sciences. Elle étudie les connaissa surtout dans une optique de comprendre les
processus menant a la connaissance d’'une scietige,i@ dans le sens de savoirs. Apres Gaston
Bachelard qui fut le dernier philosophe a avoir @ue connaissance totale des sciences,
I'épistémologie est entrée, plus ou moins, dansdiférentes disciplines. La géographie semble
étre la science qui a le plus développée cetteoapprcar le géographe sait que les apparences sont
souvent trompeuses. Cela étant, il existe plusidéfigitions servant de socle commun.

La science offre des définitions multiples et gas mais aucune dentre elles n’est
satisfaisante. La science est « 'usage de démargrgue I'on affirme, c’est-a-dire de déduire des
principes certains et immuables par voie de core@mps légitimes » (Wolffin Grawitz, 2001,

p. 22). Cette définition met fin au surnaturel ddes sciences. En effet, la science «est la
connaissance meéthodique dont le contenu, d’'une ér@rmontraignante est a la fois certain et
universellement valable » (JasparsGrawitz, 2001, p. 23). Cependant, il est clair tpscience
désigne un ensemble de connaissances plus ou mwivarselles et plus ou moins vérifiables,
obtenues grace a un savoir-faire qui sont étapbed’intermédiaire d’'un discours se décomposant
en trois champs : le champ phénoménal, le chamgrithie et le champ ontologique. Seuls le
champ phénoménal et le champ ontologique sonteatnt définis. Le champ théorique apparait
bizarrement comme un champ « fourre-tout » : cdesigui n’est ni phénoménal ni ontologique.
Enfin, il faut remarquer que la science est uneabée historique, ce qui signifie que I'on peut
accepter plusieurs définitions par rapport a sedest. Ici, il s’agit de développer bien évidemment
la définition la plus récente possible.

Cependant, il faut distinguer la science des seenlLa science renvoie a la théorie de la
connaissance c’est-a-dire a la totalité de ce ‘guepleut connaitre, alors que les sciences rentoien
a lidée d’'un découpage dans cette connaissancgavers les siecles, il y eut de multiples
découpages de la science. Le découpage du Moyen psgeexemple, ne distingue que sept
disciplines dont quatre majeures et trois mineukegourd’hui, le découpage date du XiXiécle. I
s’est affirmé au début du X>6iécle avec le développement du réductionnismasiAlies sciences
se sont multipliées. Le savoir se décline désornemisdisciplines académiques et en sous-
disciplines. En ce début du XXkiécle, le découpage est devenu si fin que I'orsaie plus
vraiment a quelle grande discipline appartientetsibus-discipline, ou bien on ne comprend pas
pourquoi dans telle science on trouve telle sosshdline, alors qu’'on pourrait la ranger dans la
science voisine !

De plus, la distinction entre sciences et humangtgt réecente dans I'histoire de la pensée

occidentale. Au début du XVikiecle, les « lettres » désignent tout le domdiméa connaissance.
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La rupture est consacrée, en France par exempielaparéation en 1852 du Baccalauréat es-
sciences. Toutefois, la pensée qui va définitivdmsparer sciences et humanités, c'est le
marxisme. Les penseurs marxistes opposent lescesi€uantitatives et les sciences qualitatives, le
postulat étant que les premieres seraient plusitfai@es que les secondes, donc plus utiles. Le
développement de la pensée utilitariste tout ag ldn XX° siécle, dont la consécration est la
société de consommation, aboutit & une sorte decade psychologique » qui maintient fortement
cette distinction. La comparaison entre le budgenel faculté de mathématique et une faculté de
géographie en France illustre bien ce propos. Toistel'idéologie communiste est tombée en
1991. De ce fait, cette distinction peut-elle tamgpse maintenir en ce XXsiécle ? Par ailleurs, la
notion d'utilité est ambiglie dans la mesure ouxikte bien sOr une utilité immédiate liée a la
matérialité du monde, a la production de prodaitschange mais il y a aussi une utilité diffeete
moins visible liée par exemple aux cadres de pegsépermettent le fonctionnement des sociétés
de consommation en particulier. Que I'on songe @ample a un certain nombre de regles
traditionnelles liées au statut de I'enfant etaléeimme...

La pensée marxiste a consacré une division deotenaissance en deux sciences: les
sciences « dures » et les sciences « molles »deregeres n’atteignant jamais le méme niveau de
scientificité que les premieres - ou plus exactemandivision entre les sciences utiles et les
sciences inutiles. Cette fracture a été accenpaie, ne pas dire consommée, par la Guerre froide.
Pourquoi cette division ? C’est d’abord pour satisf le besoin utilitariste de la pensée libérale
occidentale, repris avec véhémence (et de facoarappnent paradoxale) par la pensée marxiste.
Cette division semble avoir disparu avec la chuée I'thnion des Républiques socialistes
soviétigues ! Certains, comme Stephen Jay Goul@52@rétendent que la séparation n’a jamais
existe.

Cependant, Stephen Jay Gould (2005) déplore dettaction. Il qualifie les sciences de
« renard » et les humanitége « hérisson ». Le renard est rusé, I'hérissoneesce. Stephen Jay
Gould (2005) démontre que le conflit entre lesrsms et les humanités est un « pseudo-conflit »
(p. 31). En effet, les termes « sciences » et «dmitds » ne peuvent étre employées pour désigner
des entités suffisamment stables, engagées dangutieeraisonnablement continue entre des
positions intellectuelles durables et bien affirmég(Gould, 2005, p. 92). La dichotomie est trop
simpliste. « Le concept méme d’opposition entrersm et humanité n’est qu’une négation absurde
de nos capacités mentales et notre complexitége gien moins néfaste aux potentialités humaines

gue nos dérisoires efforts passés pour mainteparéés et inégales des races qui n’existent pas »

! Stephen Jay Gould voit le terme au sens largepiiliy inclut la philosophie.
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(Gould, 2005, p. 121). De plus, Stephen Jay Goudisie sur le danger du « chiffre 2 » pour le

raisonnement. Il dénonce « notre déplorable terel@ncéduire toute situation complexe a une
dichotomie conflictuelle » (Gould, 2005, p. 120). faudrait, selon lui, développer des
raisonnements ternaires réduisant cette dichotomie.

Quoi qu’il en soit, I'ambiguité du terme scienanteure. Au sens étroit, il ne concerne que
« 'ensemble de connaissances établi de faconregsitfue, a référence universelle et susceptible
d’étre vérifiee » (Grawitz, 2001, p. 25) c’est-aedles sciences physiques et naturelles. Au sens
large, si on reprend la définition de Karl Jaspkrserme désigne également les humanités. « C’est
le souci de rigueur, non l'utilisation abusive @entes scientifiques, qui permettra aux sciences
humaines d’accéder au statut de science » (Gra2®2], p.8). Il semblerait que les sciences de
’lhomme seraient une réponse a la crise provoquéelgs découvertes militaires et les dégats
ecologiques des sciences au sens étroit. Les ssi@lec’homme cherchent a comprendre le passe,
et a partir de la, essayer de prédire I'aveniru@éalLévi-Strauss (1908- ?) précise que sciences
humaines et sciences sociales sont synonymes. Dfaitceon peut supposer que sciences de
’homme englobent les sciences humaines et socidieasn Piaget (1896-1980) propose une
distinction intéressante : les sciences « nomathés » qui cherchent a dégager des lois ou des
relations quantitatives (la psychologie scientiigua sociologie, I'ethnologie, la linguistique,
I'’économie, la démographie...). Toutes ces scientiisamt soit des méthodes d’expérimentation
directe, soit d’expérimentatioau sens large d’observation systématique. Les aesehistoriques
reconstituent le déroulement de la vie sociale aursc des temps. Les sciences juridiques et
philosophiques constituent les deux derniéres oatgyde Jean Piaget. Il est important de constater
gue les sciences sociales ne sont pas encoreemravé&onstruire une théorie de 'Homme, leur
permettant d’intégrer I'ensemble des phénoménesroés.

Enfin, la science est une croyance. De ce fag, sgience a besoin d’un projet disciplinaire
tel que l'avait défini Gaston Bachelard (1934). [€ejet la caractérise et la différencie des autres.
« Au-dessus du sujet, au-dela de I'objet immédhagcience moderne se fonde sur le projet. Dans la
pensée scientifiqgue, la méditation de I'objet parsujet prend toujours la forme du projet »
(Bachelard, 1934, p. 15kn effet, les différentes sciences se partagenvbgsts d’étude qui sont
les fondements de la maniere de penser la sciefes#;a-dire un moyen matériel de développer
une hypothése de recherche. L’hypothése est umpogitmn de réponse a la question posée qu'il
faut vérifier, tester. La définition de I'objet di&le doit entrer dans le projet scientifique de la
science envisagée. Dans nos civilisations occitesytda définition d’objet d’étude repose

essentiellement sur les quatre causes d’Aristddée cause materielle, I'objet existe, la cause
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efficiente, I'objet est issu d’'une dynamique, laisa finale, I'objet a un but a atteindre et la eaus
formelle, cet objet est percu par exemple. PouréREmom, le but de la science est de « réduire
I'arbitraire de la description » lié a la percept{@974, p. 276-277).

Toujours dans le domaine de la croyance, on pet#r mue « [...] le phénoméne le plus
intéressant c’est qu'aujourd’hui la science jouedle tenu dans le passé par la religion, en ce sen
la science est aujourd’hui porteuse des espérasmmtologiques de I'humanité » (Thom, 1983,
p. 16). « Nos sociétés se tournent vers les sfiggrgs comme les anciens se tournaient vers les
oracles pour avoir des avis sur leurs inquiétudegielquefois soulevées par les scientifiques eux-
mémes » (Sapoval, 1997, p. 19). « L'expertise sifigme est la demande, faite a des « savants »,
de fournir des réponses techniques de sociéténsépodont le contenu peut influencer des
décisions politiques, juridiques ou méme éthiquéSapoval, 1997, p. 19). Toutefois, une expertise
n’est pas une recherche car elle se fait dansdhag a partir des théories que I'on croit étreegist
Le probléme de la croyance scientifiqgue est potigansiblement différent de celui de la croyance
religieuse. En fait, il s’agit d’'une croyance isste méthodes d'analyse différentes évoluant au
cours du temps, tandis que les croyances religgesset basées sur une différence de dogmes,
posés a l'origine de cette religion. Pourtantxilsterait une guerre entre la science et la ratigio
Pour Stephen Jay Gould (2005), le conflit entrersz et religion ne se serait jamais posé ! « La
« religion », en tant qu’entité cohérente, ne gastais opposée a la « science », que ce soitesur d
idées générales ou sur des points de détail » (;GB005, p. 41). La dichotomie science/religion est
un mythe, car les pouvoirs laiques ont parfois esum®ntrer plus intolérants que les religions.
Cependant, le relativisme du postmodernisme esisteéétcar il alimente la pseudo — « guerre des
sciences ».

Albert Einstein avait pourtant mis en garde I'hunité: « prenez garde a ne pas faire un
dieu de votre intelligence ; elle a... des musclasgaunts, mais aucune personnalité»Stewart,
1997, couverture). Les marxistes auraient, sansed@ouhaité faire des sciences « dures » une
nouvelle religion, qui ne laissait aucune placdracértitude. La croyance ne fait pas partie de la
science, mais depuis une trentaine d’années, {meoe a ressurgi dans les sciences : on a cru au
chaos, ou on n'y a pas cru. Le probleme, c’est m@me en démontrant que le chaos existe,
nombreux sont ceux qui répondent : « je suis cowvapar votre démonstration, je la respecte,
mais je n'y crois pas ». Le verbe « croire » estgelant. La frontiére entre science et religionisera
elle plus floue que ce que la raison admet ! Unaaistration est soit vraie, soit fausse, et pas
partiellement vraie ou partiellement fausse. Auccnogance ne doit s’y immiscer quelle soit laique

ou religieuse dans les sciences. Pourtant, et alesentiment humain, on a besoin de croire en
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guelque chose, en un idéal, mais cette croyanesla-$a place dans la science ? Certainement pas,
et ce qu’elle soit « dure » ou « molle », seul&dadeur des faits compte, qu’on le déplore ou non.
C’est ainsi qu'aux yeux des théories économiquelird@vation ou de la productivité, la science
doit étre finalisée. Cependant, tous les domaioessfigues ne peuvent pas étre finalisés. Cest |
cas de la morphogenése qui va particulierement maésesser. Peut-on prétendre a l'inutilité de
cette recherche ? Un paradoxe se crée puisqu’'wiendhe ne peut devenir utile uniquement
lorsque 'on a pu mener cette recherche. La cettive des sciences modernes s’inscrit dans la
crise économique débutée en 1973. Par conséquenteaherche doit aujourd’hui étre finalisée,
sinon elle ne trouvera pas de financement. Cepéndantaines recherches sont difficilement
définissables, mais importantes pour I'avenir dauhanité. C'est un cercle vicieux connu qui
empéche l'innovation scientifique dans les domafoadamentaux.

Par ailleurs, les sciences modernes (fig. 2)rdisnt les sciences empiriques qui décrivent,
explorent, expliquent, prévoient a partir de I'esipéce scientifique ou humaine et les sciences

rationalistes qui sont marquées par une logiquernetexceptionnelle.

SCIENCES EMPIRIQUES

SCIENCES RATIONALISTES

Sciences de la nature Sciences de 'homme
Physique Sociologie Mathématiques
Chimie Science politique Logique
Biologie Ethnologie etc.
etc. Economie (disciplines adjacentes)
(disciplines adjacentes) Histoire
Droit
etc.
(disciplines adjacentes)

Psychologie
Géographie
Archéologie
etc.
(disciplines adjacentes)
Figure 2. Les sciences modernes d'aprés Carl Herfi®l6, p. 1-3.)

3.1.2. Le champ phénoménal

3.1.2.1. Les phénoménes

Les phénomenes sont des occurrences spatio-teiepogei affectent un observateur par
ses sens. Elles sont étudiées par ce que l'on lappel phénoménologie. Cependant, la
phénoménologie n’a rien de scientifique : c’est daetrine philosophique. Elle a été développée au
début du XX siécle par Edmond Husserl (1859-1938). Elle estdiéne contestation du kantisme
et de la psychologie de I'école de Warzbourg. Efiehostile a l'idéalisme et a I'empirisme, lié au
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développement scientifigue et industriel. « Méme haatériaux recueillis dans I'observation
empirique sont construits, au lieu d’étre simplemeécus. La phénoménologie se veut une
méthode de retour aux choses elles-mémes, dansddesriptions, en dehors de toute
conceptualisation. Il s’agit d’'une « eidétique »«oscience des essences » qui repose avant tout sur
l'intuition. Comment se situe l'individu par rapp@r cet objet vécu ? » (Grawitz, 2001, p. 11).

La phénoménologie est a l'origine des diversesrtbg existentialistes. Elle insiste sur la
supériorité du vecu, du subjectif sur les constomst conceptuelles du champ théorique. « Toute
science est avant tout I'étude d’'une phénomeénolediEhom, 1983, p. 5). La source d’'une science
est bien une phénoménologie, mais le but de laxceiest de chercher a la dépasser. Aussi, les
problémes de la connaissance sont étroitemerdiéslifférentes positions philosophiques.

3.1.2.2. La méthode et les techniques

Il ne faut pas confondre la méthode et les teal@sqgPour faire simple, la méthode est un
ensemble de techniques, et la technique sans neetteosuffit pas. Méthode et techniques ne valent

rien si on ne se pose pas les bonnes questions.

3.1.2.2.1. La méthode

« Le propre de la méthode est d’aider & compreadigens le plus large, non les résultats de
la recherche scientifique, mais le processus deerebe lui-méme » (Kaplam Grawitz, 2001,

p. 15). La méthode est I'ensemble des techniquemgitant d’'une part I'objectivation des
phénomenes observés et d’autre part de les tramsfarn faits avérés. C’est une notion ambigué.
« Jean Piaget (1967) remarque qu'elle n’est pashwaache indépendante, car les problemes
d’épistémologie et de logique posent constammeast qiestions de méthode » (Grawitz, 2001,
p. 15). On peut toutefois distinguer quatre typesnthodes.

(1) La méthode au sens philosophique est conetitde I'ensemble des opérations
intellectuelles par lesquelles une discipline cher@a atteindre les veérités qu’elle poursuit, les
démontre, les veérifie. Cette conception de la neghdans le sens général de procédure logique,
inhérente a toute démarche scientifique, permefladmonsidérer comme un ensemble de regles
indépendantes de toute recherche et contenu geatjouisant surtout des processus et formes de
raisonnement et de perception, rendant accessibbéalité a saisir.

(2) La méthode comme étant une attitude concrég@-vis de I'objet dicte des facons
concretes d’envisager ou d’organiser la recheroles ceci de fagcon plus ou moins impérative,
plus ou moins précise, compléte et systématiségteFdes meéthodes n’influencent pas de la méme

maniere, les mémes étapes de la recherche.
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(3) La méthode liée a une tentative d’explicats@nrattache plus ou moins a une position
philosophique. Elle peut influence telle ou teltape de la recherche. Ces méthodes visent avant
tout un schéma explicatif, qui peut étre plus ounm@tendu et se situer a un niveau de profondeur
trés différent.

(4) La méthode liée a un domaine particulier cortgpone maniere de procéder qui est
propre & un domaine donné comme la méthode higtarigans ce cas, la méthode se confond avec
la théorie, or la théorie définit plutdt le « qior alors que la méthode devrait définir plutét le

« comment ? »,

3.1.2.2.2. Les techniques

Toute recherche ou application de caractere sfitgere doit comporter I'utilisation de
procédés opératoires rigoureux, bien définis, trassibles, susceptibles d’étre appliqués a nouveau
dans les mémes conditions, adaptés au genre demes et de phénomeénes en cause : ce sont la
des techniques. Le choix de ces techniques dépehdigectif poursuivi, lequel est lié lui-méme a
la méthode de travail, qui est a l'origine de lafogion des termes technique et méthode. La
technique est une réponse a un « comment ». Qestayen d’atteindre un but, mais qui se situe
au niveau des faits ou des étapes pratiques. haitpe représente les étapes d’opérations limitées,
lites a des éléments pratiques, concrets, adaptés kut défini, alors que la méthode est une
conception intellectuelle, coordonnant un ensendfd@érations, en général plusieurs techniques.
Les techniques ne sont que des outils, mis a lpodigon de la recherche et organisés par la

méthode dans ce but.

3.1.2.3. Les faits

« L'observation scientifique [des phénoménes] esfours une observation polémique »
(Bachelard, 1934, p. 16). En effet, celle-ci emeaune hiérarchisation des phénomenes qui est
ensuite objectivées par une méthode, c’est dird’gnaeconstruit le réel pour obtenir un fait 'd.e

faits sont donc des constructions obtenues pamgtieode d’objectivation scientifique.

3.1.3. Le champ théorique

C’est la mise en relation des faits entre euxstezedire la recherche des causes qui les ont
produits. Sa construction se fait en deux étapésbddd, on établit des principes premiers par
différentes observations expérimentales. Puis,éfimitldes concepts, des modeles, le tout formant

une théorie.
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3.1.3.1. Les principes premiers

Le champ théorique a besoin de principes dits @memnc’est-a-dire de principes que le
chercheur est obligé de poser et d’admettre samis aves démontrer. Cela montre que le champ
théorique n’est jamais premier : il est toujourégaédé du champ phénoménal a partir duquel ces
principes premiers ont pu étre posés. Ces princgoed d’abord littéraires, puis peuvent étre
exprimés de maniére mathématique. Toutefois, ifank pas confondre principes et axiomes. En
effet, rechercher des axiomes en géographie ntaamain sens car il s’agit d’un terme réservé aux
mathématiques. En effet, « les axiomes sont d&sfathématiques considérés comme évidents et
gue nous ne tentons pas de déduire de principsssphples xChaitin, 2006, p. 70-76). Ensuite,
une seérie de regles générales qui fonctionnentems®lement, est démontrée a partir de ces
principes premiers. En mathématique, on les applelereme, en informatique, résultat, dans les
autres disciplines, théorie, tout simplement. Lehezche de ces régles correspond a un double
objectif : la prédiction ou la rétroprédiction, sinque la compréhension. Autrement dit,
limpression de maitriser les phénomenes que I'po,ajue I'on peut ou que I'on pourra observer.

Cependant, les axiomes peuvent étre réfutés. @Bests, par exemple, du cinquieme
axiome d’Euclide. « Un des grands succés mathéuoeiglu XIX siécle fut la découverte de la
géométrie hyperbolique. Il s’agit d’'une géométnielaxiome des paralleles est faux. Les axiomes
restant de la géométrie euclidienne permettentdeodtrer que, étant donné une droite et un point
en dehors de celle-ci, il existe au moins une f@eala la droite passant par le point (la
perpendiculaire a la perpendiculaire). L'axiome demalléles stipule qu’il existe une seule
paralléle ; sa négation consiste donc a supposéeqiexiste plus d’'une $Odifreddi, 2004, p. 46).

Le XXI® siécle sera celui de la géométrie fractale. D&sutaxiomes peuvent étre partiellement
réfutés dans certain cas bien précis. C’est le@lugwincipe de continuité dans le cadre du chaos ou
des fractales. « L’hypothése du continu est indéaete de la théorie des ensembles : elle ne peut
étre ni prouvée ni [...] réfutée » (Odifreddi, 20p464).

3.1.3.2. La problématique, les raisonnements et les logiques

« Le raisonnement, base de connaissance impligdeyne certaine relation entre un sujet
et un objet. » (Grawitz, 2001, p. 3) Le sujet ebgldobjet. Le sujet est un theme c’est-a-dire une
généralité. Quant a I'objet, il s’agit d’'un concefast-a-dire une définition d’un mot particulide
raisonnement est le lien entre le sujet et I'olfetite présentation de la distinction fondamerdate
appelée la division platonicienne. Elle pose dewblg@mes : comment différencier I'objet, le sujet

et le raisonnement ? Quelle est la validité dedgque ?
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3.1.3.2.1. La logique

Aristote (384-322 a.-C.) ne s’occupe pas de saide raisonnement est vrai ou faux : s'il
est logique, il est valable. C’est la logique folieeElle est indépendante du contenu c’est-a-dkre
toute affirmation concrete. La logique formelle pan d’autres termes le probléme de la relation
complexe entre la vérité et la réalité. « En élaminle contenu objectif, historique, pratique et
social de la connaissance, la logique formelleaesforme en pensée formaliste » (Grawitz, 2001,
p.4). Toutefois, la logique souléve deux difficsltde rejet du langage ordinaire comme support de
la logique et le rejet du raisonnement commun thes &umains.

Aristote fonde la logique. Cependant, ce sont Ge@oole, Augustus de Morgan et Gottlob
Frege qui ont fondé l'alliance entre la logiqudest mathématiques. Ainsi, aujourd’hui, la logique
se décompose en trois composantes : les mathémestpur le calcul, la philosophie pour la
croyance et la recherche de la vérité et I'infoiqua pour la simulation, au sens de la théorie des
processus de calcul.

On peut résumer la logique en quatre opérateigrs3(f

La négation Non

La conjonction Et

La disjonction Ou
L'implication ou le conditionnel Si... alors

Figure 3. Les opérateurs logiques.

« Si... alors » est une vérité conditionnelle. « ®isp appelé I'antécédent, « alors » le conséquent.
Son utilisation engendre le célebre paradoxe dutdlergui a été énoncé par Eubulide de Mégare
(IV® siécle a.-C.) : lorsque l'antécédent est vraicdaséquent est vrai. Cependant, lorsque que
'antécédent est faux, le conséquent peut étrepuisiqu’il s'agit d’'une logique formelle : c’est la
relation de pertinence. Désormais, on peut défi@quivalence qui formule par une double vérité
conditionnelle : si A alors B et si B alors A ; AR sont pertinents.
Le Moyen Age établit également quatre types degsibion logique :
- A dit Universelle affirmative : tout X est M ;
- E dit Universelle négative : aucun X n’est M ;
-> | dit Particuliére affirmative : quelque X est M ;
- O dit Particuliere négative : quelque X n’est pas
En 1931, Kurt Godel (1906-1978) démontra le théaré’'incomplétude « selon lequel toute
théorie mathématique suffisamment riche, contiensgu’elle est cohérente, des énoncés qui y sont

indécidables, c’est-a-dire qui ne peuvent y étrerauves ni réfutés » (Dubucs et Sandu, 2005, p. 2-

-16 /202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007
Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

5). Ce théoréme est fondamental car il nous faitprendre que la mathématisation et sa logique
contiennent des limites. Il « montrait pour la pi&m fois qu’aucun systéme d’axiomes ne peut a
lui seul prouver toutes les vérités mathématiqu@shaitin, 2006, p. 70-76). Il démonte un mythe
scientifique établi par Galilée 300 ans plus t& On a montré que dans tout systeme fini
d’axiomes, il existe une infinité d’énoncés mathéques vrais qui ne peuvent y étre prouvés »
(Chaitin, 2006, p. 70-76). En effet, ce théorémpriexe que «la cohérence de n'importe quelle
théorie qui contient des nombres entiers ne peatdmontrée de lintérieur de la théorie elle-
méme. En d’autres mots, aucune théorie qui prétender la mathématique n’est en mesure de
s’auto-justifier mais au contraire elle est comttaia chercher une justification en dehors d’elle-
méme. En particulier, aucune théorie de ce genirsajticohérente ne peut étre compléte, au sens
de pouvoir démontrer toutes les vérités mathémeasiggxprimables dans son langage, et I'une des
vérités qu’elle ne peut démontrer est précisememirgpre cohérence. Pour cette raison, le résultat
de Godel fut appelé théoreme d’incomplétude » (@ddi, 2004, p. 48). Par conséquent, «la
signification des résultats de la logigue mathéguati demande une analyse philosophique »
(Dubucs, Sandu, 2005, p. 2-5). Autrement dit, stabees humanités, comme la géographie,
mathématisent leur propos, il faut qu’elles premremscience de la limite philosophique, et non
scientifique, de leur discours mathématisé. Leshémattiques deviennent donc un outil, et non plus
une vérité absolue. « Nous sommes maintenant ef, 200 ans exactement aprées la naissance de
Godel (28 avril 1906), et nous ignorons encore pamance de son résultat d'incomplétude.
L’'incomplétude des mathématiques doit-elle nousten@ les pratiquer differemment ? L’'avenir
nous le dira » (Chaitin, 2006, p. 70-76).

3.1.3.2.2.  La problématique

La problématique est « I'intermédiaire entre Igidpie formelle et la recherche concernant le
contenu » (Grawitz, 2001, p. 4). « Elle répond &asoin de cohérence logique, met en ceuvre un
ensemble de problemes qui orientent la recherchénetorps de concepts qui, directement ou
indirectement, débouchent sur des hypothéses remdampte d’'un contenu riche de conflits »
(Grawitz, 2001, p. 4). Ce qui signifie que « foretecontenu ne peuvent étre totalement séparés et
la logique, méme formelle, garde malgré tout umgmiBcation concrete dont la limite imprécise
laisse entier le probléme essentiel : comment larfiorme et le contenu, passer de I'étre passant a
I'étre existant ? » (Grawitz, 2001, p. 4). C’estllealisme kantien entre la forme et son conteau ; |

pensée et I'objet a connaitre (la « chose en soi »)
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3.1.3.2.3. Les raisonnements

Le raisonnement déductif est avant tout une détraiie. Le raisonnement déductif part
du champ phénoménal pour dégager un champ théotigadaits construisent leur propre théorie.
Des prémisses supposées entrainent des conséquaicé®s qui sont des certitudes comme la
mathématique. C’est la conception aristotélicienne.

Le raisonnement inductif recherche la générabsatie raisonnement inductif part du
champ théorique pour expliquer le champ phénomdralfait observé entre dans un concept
existant. Le processus de généralisation est reices®ent une abstraction. Le meilleur exemple est
le syllogisme qui comprend trois propositions majeure, la mineure et la conclusion. Une erreur
amene une contradiction. Il peut étre envisagérp& approches, décrites par Bernard Lepétit (
Revel, 1996, p. 71-94). La premiere approche agilider un concept existant pour passer d’'un
objet singulier a une généralité. La seconde teglmisi le concept est imparfait ou inexistant, est
d’effectuer un échantillonnage statistique, et éadgaliser a toute une population mére. C’est un
raisonnement inductif, tres largement répandu tEndifférentes sciences. La troisieme possibilité
est d'utiliser la ressemblance entre plusieurssfaét les généraliser. C’est un raisonnement
analogique, peu utilisé a I'hneure actuelle parc@ quété discrédité par la modernité de Galileo
Galilei et de René Descartes.

Le débat entre raisonnement déductif et raisonnemductif est loin d’étre tranché. A la
rigueur de la déduction s’oppose la richesse aldiction. Toutefois, ils peuvent se décliner en
d’autres types de raisonnement comme le raisonrterpan I'absurde ou l'abduction. Le
raisonnement par I'absurde consiste a démontrahémréme en montrant que des conséquences
contradictoires résultent de I'hypothese contrdlressaye de prouver qu’'une hypothése est fausse
parce qu’elle ne peut pas entrer dans un champidfu@cexistant, ni méme en établir un.

Le raisonnement dit de I'abduction a été élabaeGharles Peirce (1839-1914). Il consiste
a « remonter » de l'effet a la cause, c’est-a-dh@nstruire les étapes d’'un processus a partir du
résultat actuel, se distinguant de la déductionemprunte un chemin inverse (de la cause vers
I'effet).

3.1.3.3. Les concepts.

« Toute science utilise des mots et des concepigon, 1969, p. 116). Le but de toute
science est de construire un objet scientifiguestea-dire un concept, une matiere d'étude
universelle servant de généralisation. « Le motemaplit entierement sa fonction que s'il a une

signification exacte, autrement dit, s’il corresga@ un concept » (Aron, 1969, p. 116-117). Un
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concept est donc une représentation mentale géretrabstraite d’un objet ou d’'une idée. Il définit
les caractéres spécifiques d’'un projet, d’un pripghar rapport a I'objectif ciblé. Toutefois, cans
concepts sont également sources d’échange entuldftaentes disciplines.

Il faut préciser qu'un concept n’est pas le phéaoenlui-méme. C’est une abstraction, une
pensée, un moyen de connaissance. Le conceptnestaké, double. Il représente une activité
pratique, sensible, le contact avec le monde sotmine des étres singuliers. Progressivement, son
contenu devient une abstraction universelle. Leephformé va au-dela de I'immeédiat sensible, de
'apparence, du phénomeéne, dans un degré supéfmjectivité. « La logique du concept est une
logique de I'essence » (Lefebvre,Grawitz, 2001, p. 18). C’est un outil qui permetamprendre.

Le concept est plus ou moins étendu, plus ou mmnspréhensif. Si I'étendue est grande,
le concept est peu compréhensif. Les conceptsé&antsrs’enrichissent et disparaissent sans que
leurs contours obéissent a une délimitation rigesge On reconnait au concept une valeur de
généralité. Sur I'élaboration des concepts, entpsigt rationalistes s’affrontent. Ainsi, Jean-Paul
Delahaye (1994) distingue trois catégories de qunde concept est dit effectif lorsqu’il définit
son contenu par un moyen sans ambiguité. Le coroegtructif se précise au fur et a mesure que
les travaux avancent : il est impossible de leniieBans ambiguité. Le concept prospectif est un
discours ou rien n'est explicite. C’est un mot isde la langue courante sans connotation
scientifique.

Cependant, il faut distinguer les concepts ett&gmes correspondants, c’est-a-dire les
expressions verbales ou symboliques qui représenésnconcepts. Pour mentionner des termes
particuliers et des choses patrticulieres de n’ingquel autre genre, on a besoin de noms ou de
désignations. En accord avec une convention classlg la logique et de la philosophie analytique,
on forme un nom ou une désignation d’'un terme endtant entre des guillemets anglais.

D’aprés Carl Hempel (1996), il existe deux types difinition dans un concept: la
définition nominale et la définition réelle. La @efion nominale utilise un mot ou une phrase
(definieng comme substitut d’'une autrdgfiniendum Autrement dit, le concept, dans ce cas, a la
signification qui lui est donnée arbitrairement. tencept ne prétend a d'autre vérité que la
conformité a sa propre définition : il n'ajoute mié& nos connaissances, mais peut, sur le plan
meéthodologique, aider a les accroitre. Le risquecelite définition est que celle-ci peut étre
considérée comme réelle par ceux qui I'emploiera. définition réelle désigne I'objet par ses
caractéristiques essentielles : elle suppose daecverité. Elle établit une équivalence entre le

défini et la définition. Elle dépasse le plan dagage pour atteindre celui de la connaissancautl f
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remarquer que I'on juge les définitions nominaléspres leur utilité, tandis que les définitions
réelles sont jugées d’'apres leur vérité.

Toutefois, il existe également des définitionsesglibpératoires. Le concept opératoire de
Karl Popper (1902-1994) ekt mesure méme qui mesure la mesure a mesuiidée centrale de
'opérationnalisme est que la signification de aatgrme scientifique doit pouvoir étre déterminée
en spécifiant une opération de vérification biefini qui lui fournit un critere d’application. Es
exigent une cohérence des critéres opératoires, celd encourage la prolifération de concepts tres
proches et la multiplication de définitions pour mn&@me terme. Les étalons opératoires peuvent
donc avoir un usage dangereux. |l ne faut doncgmder une hypothése sous prétexte gu’elle n'a
pas été définie, ce qui signifie que la définitapératoire est de moins en moins utilisée. En @affet
faut admettre que dans ce concept opératoire, Kgrper exprime clairement sa vision libérale du
monde : tout devant étre utile et utilisable owpdisgitre, vision qui peut étre dangereuse. Comment
peut-on évaluer, par anticipation, « opérationiitgoy d'un concept ?

Enfin, il faut donner les trois éléments de défim d’'un concept scientifique.

* |l y a habituellement le choix entre plusieursérgs d’application pour un terme
et ceux-ci reposent sur des ensembles différentsedations.

* Pour comprendre la signification d’'un terme sciigue et I'utiliser a bon escient,
on doit connaitre le réle qu’il joue dans un systémst ce gu’indiquent les
principes théoriques dans lesquels il figure et lgurelient a d’autres termes
théoriques.

* Un terme scientifique ne peut pas étre considér@nm® « synonyme » d’un
ensemble d’opérations, au sens ou sa significagoait completement déterminée

par elles.

3.1.3.4. Les théories

Une théorie a pour but d'identifier les causedest effets entre les faits objectivés. La
théorie englobe principes et concepts, ainsi geienedeles. Celle-ci est liée a un courant de pensée
appartenant a I'époque qui I'a produite, ce quniig qu’une théorie est « mortelle ». On estime
gu’elle a une espérance de vie moyenne limitéeeacinquantaine d’années. Il faut confronter le
point de vue des rationalistes et des empiristekesuhéories. « Pour un rationaliste, le critbeda
Vérité ne dépend pas de nos sens : il est inteflect (Grawitz, 2001, p. 16). Les théories sorst de
constructions logiques, des schémas conceptueadst @& conception platonicienne de la théokie.

contrario, « 'empiriste affirme que l'origine de la connaissa se trouve dans I'expérience. Il croit
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en la valeur de I'observation et en celle de lssagan » (Grawitz, 2001, p. 16). C’est la conceptio
aristotélicienne de la théorie.

Une théorie a trois objectifs :

» décrire et montrer ;
» expliquer et comprendre ;
» prédire et prévoir.

Pour satisfaire a ces objectifs, les théoriessatit les lois qui sont des relations formalisées
et mathématiques. Elles transcrivent un fait réguét récurrent. Par exemple, les lois de la
physique relevent du laboratoire. Les faits obsesant de plus en plus soumis a des expériences
éloignées de la réalité. La loi est une propri&tdadnature. Cependant, la nature est complexe et |
loi est simple. Autrement dit, la loi n'est qu’urogen, une régularité statistique. Par cette reaiatio
répétable le scientifique cherche a construireotigsts scientifiques. Il existe deux types de ides
loi stricte et la loi de I'évolution. « Les entité&t les processus fondamentaux postulés par une
théorie et les lois supposées les régir doiverg @#finis avec toute la clarté et la précision
souhaitables ; faute de quoi, la théorie ne pemtplie son but scientifique » (Hempel, 1996,
p. 110-111). Le probleme est qu’il existe des tleSoqui ne sont pas testables comme la plupart des
théories de I'évolution que ce soit celle de Clmabarwin ou celle de Laurent Nottale. Cependant,
certaines sont testables de fagon probabiliste emilesmméthodes Monte Carlo. Quoi gu'il en soit,
toute théorie est mortelle. Il suffit de montrefilgexiste un contre exemple a la loi dégagée pour
invalider ou mettre le doute sur la théorie.

Pour conclure, il faut préciser qu’il serait exsiesd’exiger qu’une théorie corresponde a la
réalité : d'une part, parce que la réalité estaérasible par nos sens et d’autre part, parce que ce
n'est pas l'objectif de la théorie. Elle cherchautpt a offrir quelques clefs permettant de
comprendre le monde dans lequel nous vivons. Awnerdit, la critique classique de I'analyse
spatiale, au sein de la géographie, n’a aucun ganeffet, nombreux sont ceux qui s’indignent sur
le fait que l'analyse spatiale s’éloigne de la &lité », mais cela est parfaitement normale et

légitime par rapport son projet.

3.1.3.5. Les modéles

Un modéle consiste en la représentation forméiigels ou de connaissances, relatives a un
phénomene. Le modéle est beaucoup moins vaste euhgorie. Il a justement une vision
opérationnelle de la recherche. Tout modéle esbumpromis entre une simplicité incompléte et un

réalisme reflétant la complexité de la réalité. medele implique la mise en forme de relations
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entre certains facteurs, c’est-a-dire la sélectienvariables et leur mise en place respective. Le
modéle est souvent visuel : c’est un assemblagedgigue d’éléments.

En géographie, l'utilisation de modeles est desmn plus fréquente car ils sont un bon
compromis entre le champ phénoménal et le changitjue. Peter Haggett (1973) souligne que le
modele est économique car il permet de transmettigu’il y a de général dans l'information sous
une forme trés condensée. Le modeéle est stimutant,application permet d’en voir les lacunes
gui conduisent a de nouvelles recherches, a decaonvmodeles.

Le modele scientifique est extrémement rare castiltotalement décrit, explicité, vérifie,
valable de tout temps et en tout lieu. La plupad thodeles sont donc a la fois des outils et des
catégories intermédiaires soumis a une évolutiopetsée constante. « Comprendre ce qui se passe
autour de nous revient en réalité a construirendedeles et a les confronter a nos observations »
(Prigogine, Nicolis, 1992, p. 279).

3.1.4. Le champ ontologique

3.1.4.1. Etre et objets

Le champ ontologique est une réflexion sur leustdée la réalité. On y réfléchit sur la vérité
contenue dans les sciences. Il possede deux entiéé® et les objets construits. L'étre exise d

tout temps et en tout lieu. L’'objet construit n'sbel que par la théorie qui I'a élaboré.

3.1.4.2. Les paradigmes

Les paradigmes sont des « découvertes scientfignizersellement reconnues qui, pour un
temps, fournissent a une communauté de cherchearprdblemes types et des solutions » (Kuhn,
1983, p. 11). Les paradigmes de Thomas Kuhn sanies! Il s’agit d’'une acceptation souple et
mal définie. En grec, paradigme signifie « exemplde plus, qu’'est-ce qu'une communauté
scientifique ? En vérité, c’est beaucoup de chdskss peut recouvrir 'ensemble de la communauté
des chercheurs. Cela revient a dire qu’il existe gdmblemes types et des solutions types qui
mettent tous les chercheurs d’accord. Incontestadig il s’agit ici d’'un synonyme de « cadres
doctrinaux » ; c’est dans ce sens que Marc LuyckisiG2001) emploie le terme. Cependant, les
paradigmes peuvent également, selon la définitien Thomas Kuhn, ne satisfaire qu’une
communauté scientifique. Dans ce cas, le sens duetgaradigme devient flou. Est-ce un
synonyme de projet disciplinaire ou de théorie ewcancept ? La meilleure réponse est, sans doute,
une réponse balancée : « ¢ca dépend du contexte laupthrase ». Pour Jacques Leca, le paradigme

n'est pas une théorie, mais un ensemble de prapusipartagées par un groupe de chercheurs,

-221202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007
Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

organisant la fagon d’aborder un fait concret, deodiper un certain nombre de questions a propos
de tel objet, d’élaborer des méthodes d’établiss¢med’évaluation des preuves, de formuler des
géneéralisations découlant de ces preuves. Toutdéoierme « paradigme » est trés pratique pour
désigner un ensemble de théories, de concepts girajet disciplinaire puisqu’il désigne les
découvertes scientifiquement reconnues pour un germsi, un paradigme, au niveau d’'une
discipline ou d’'une sous-discipline, est un agrégditérent de théories et de concepts, unis par un
projet disciplinaire. Pour ne pas confondre lesxdééfinitions, il faut appeler le paradigme, cadre
doctrinal, métaparadigme, et on nommera l'autragigme tout simplement.

On observe au XXlsiécle que de nombreuses sciences attaquent deepliplus les
métaparadigmes. Autrement dit, le modele cartésiermerne, admis depuis des siécles, n’est plus
universel. Certaines disciplines ouvrent de noegelbossibilités. Pour bien comprendre cette
évolution qui passe presque inapercue en ce débXtXd® siécle, il faut entreprendre un rapide
panorama de I'histoire des sciences de I'Antigaitéos jours, le but étant de montrer I'apparition

d’'un nouveau métaparadigme.

3.2. Les cadres doctrinaux

Il existe de nombreux cadres doctrinaux (ou métappgme). Marc Luyckx-Ghisi (2001)
complete la définition du paradigme en lui ajoutamé influence sociétale non négligeable. Il s'agit
d’'un cadre de pensée dans lequel se trouvent latéat la communauté scientifique. La doctrine
scientifique pose la croyance scientifique. Il &xiplusieurs doctrines scientifiques. En Occident,
trois semblent avoir été mis en ceuvre : le paradigi® la pré-modernité, le paradigme de la
modernité et le paradigme de la « transmoderngéisserait en cours de construction autour des

sciences de la complexité.

3.2.1. Le paradigme pré-moderne

C’est celui qui va étre mis en avant pendant 3@@8 (2500 a.-C. — 1600 p.-C.).
L’homogénéité de cette période est contestablesenait-ce que par la division traditionnelle de
'Antiquité et du Moyen Age. Certes, le point depture n’est pas négligeable : le passage de
sociétés polythéistes a des sociétés monothéistasute un grand changement dans la conception
de la science. Toutefois, comme de nombreux he&teri’ont montré, le passage de I'’Antiquité au
Moyen Age s’accompagne d'une continuité de la @ojhie antique qui s’est adaptée a la
chrétienté ou encore a I'islam. Si on prend I'exiEnge Platon, il fut interprété par saint Augustin.
Aristote, quant a lui, a été interprété, entre esjtpar saint Thomas d’Aquin. La coexistence des

deux pensées ne fut pas pacifique. Il suffit depessr la querelle des Universaux, mais d’'un point
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de vue philosophique et scientifique, on ne pewubiy une rupture nette. Les conceptions antiques
demeurent dans les conceptions médiévales, et mé@leelu début de la Renaissance.

D’aprés Marc Luyckx-Ghisi, le paradigme pré-modeaurait d’abord la particularité d’étre
vertical et autoritaire, patriarcal, intolérant sarvérité est exclusive. La pré-modernité est spo
a la sécularisation. Cependant, le systeme symimigésente I'énorme avantage d'étre stable et
poétique. Le monde de la magique domine. Le systésteenchanté. Il n’existe qu’'une seule

science : la théologie. La pré-modernité a un sensacré évident et non discuté.

3.2.2. Le paradigme moderne et postmoderne

A partir du XVIF siécle, on manifeste une attention particulierardes méthodes et les
démarches de la pensée, un déplacement d'intéréla dmétaphysique a la théorie de la
connaissance. La science dite moderne est fondéle sejet de la cause formelle et de la cause
finale. Les fondateurs en sont René Descartes ldeG&alilei. Dans soiscours de la méthode
(1637), René Descartes formalise les idées quemdm Galileo Galilei. Il met en avant les causes
efficientes. Autrement dit, il s’agit de rechercHarigine de I'existence d'un objet: sa raison
d’étre. Il organise tout travail de recherche autune méthodologie articulée par quatre préceptes
constituant sa méthode, devenus classiques aultird’

René Descartes (1596-1650) est-il un des perda deodernité ? Le débat reste ouvert.
Quoi gu’il en soit, sa méthode est au cceur de ilknse moderne. Il insiste sur la valeur des
mathématiques non pour leur précision quantitativess seulement pour la certitude et I'évidence
de leur démarche. « Descartes inaugura un nouveadigme numérique, fondé cette fois sur ce
gu’'aujourd’hui nous appelons analyse, c'est-a-dee nombres réels. La géométrie devint
analytique, et points et entités géomeétriques turéduits a des coordonnés et équations : par
exemple, les droites a des éequations de premiear de@Odifreddi, 2004, p. 18). Il cherche a
prouver la validité de la science. Comment concilienivers quantitatif et la perception
gualitative ? Qui nous dit que nos représentatidascordent avec les choses et que le monde est
intelligible ? René Descartes pratique le raisorer@nexpérimental en adoptant un systéme de
raisonnement hypothético-déductif. « Avant Desesarte hasard seul, ou le génie, permettait de
résoudre une question géométrique [(C’est la mé&thdiohvention)] ; aprés Descartes, on a pour
arriver au résultat des regles infaillibles [(c’Bstméthode de résolution)] ; pour étre un géométre
suffit d’étre patient xPoincaréjn Bachelard, 1934, p. 169-170). Il développe un®risnécaniste

du monde. Enfin, il faut préciser que, pour luirdéson s’accorde aux choses parce que toutes deux
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sont I'ceuvre de Dieu. L'évidence est le criterelal@érité. La vérité est dégagée par le sensible.
Autrement dit, la base de la science n’est pasrarpatale.

« Le premier était de ne recevoir jamais aucur@selpour vraie que je ne la connusse
évidemment étre telle, c’est-a-dire d’éviter soiggement la précipitation et la prévention et| ne
comprendre rien de plus en mes jugements que ces@uprésenterait si clairement et| si
distinctement a mon esprit que je n’eusse aucuocasan de le mettre en doute.

« Le second, de diviser chacune des difficultésjgxaminerais en autant de parcelles qu'il

se pourrait et qu'il serait requis pour les réseudr

« Le troisieme, de conduire par ordre mes pengFespmmencant par les objets les plus
simples et les plus aisés a connaitre, pour mgméer a peu comme par degrés jusqu'a la
connaissance des plus composés : en supposant deéifi@dre entre ceux qui ne se précedent
point naturellement les uns les autres.

« Et le dernier, de faire partout des dénombresnginéntiers et des revues si générales|que

je fusse assuré de ne rien omett{®escartes, €d. 1999, p. 27).

Le premier précepte révele le premier principe laemodernité proposée par René
Descartes : I'évidence. Cela consiste a prétendiengfait peut s’expliquer simplement, d’'une
maniere eévidente. Autrement dit, la complexité ddses et des objets n'est qu’apparente.
« Descartes a fondé la méthode d’analyse sciemgifien posant que, pour résoudre un probléme
complexe, il suffit de le séparer en parties plogptes, de décrire ces parties plus simples, pais d
les réintégrer pour obtenir une compréhension dtitdNottale, 1998, p. 31-32). Ce principe nie
eégalement les causes finales et formelles puisgelit « éviter soigneusement la précipitation et la
prévention ». C’est donc la victoire de la pensiétopicienne. Cependant, il faut relativiser cette
négation de la cause formelle. En effet, la formeste toujours, mais elle est réduite & une
perception phénoménologique. Parfois, elle pewt idigalisée avec un formalisme mathématique.
Cela va des formes euclidiennes banales (le celelearré, le triangle) jusqu’a des formes
particulieres comme les formes fractales.

Le second précepte est le réductionnisme. Il s@gipartir de I'idée que la complexité du
monde n’est qu’'apparente, et de le découper ets petiblemes, de maniere a aboutir a une chaine
qui mettra en lumiere les évidences du premiergmtec Aujourd’hui, le réductionnisme cartésien
fait I'objet d’une vigoureuse controverse. Le péhke principal du réductionnisme est que «les
méthodologies réductionnistes marchent tant quetl@&snents présentent une individualité bien
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définie, tant qu’ils présentent des caractéres miimmbilité bien marqués. Quand ils sont plus
« flexibles » et qu’ils n'ont pas une individualitées nette, la décomposition du systeme en
eléments ne se révele plus efficagdkom, 1983, p. 85-86). Cependant, pour Laurentdimt« la
meéthode cartésienne a parfois été taxée de rédaine. C’est, @ mon avis, un faux proces qui
procede précisément d’'une réduction de la pengéésiemne. Peut étre réductrice, effectivement,
une application restreinte de cette méthode a oblggme particulier. Mais il est remarquable qu’au
cas ou un tel blocage de la pensée survienne {@rgue souvent en physique), 'appel au mode de
pensée cartésien apporte souvent la solution éalgone tout simplement parce qu'’il s’agit en fait
d’'une méthode générale d’analyse des lois de larmaPar I'exemple, l'idée que le tout soit la
somme des parties (exemple d’idées « réductionmjste fait pas explicitement partie du point de
vue cartésien. Il s’agit d’analyser le systeme m#ré pour y découvrir des parties plus simples
dans leur description, mais l'identification de qemrties peut parfaitement étre plus complexe
gu’un simple découpage, et la reconstruction dtpbus élaborée qu’'un simple collage».(1998,

p. 32). L'argumentation de Laurent Nottale méritétré retenue mais le propos cartésien a été
déformé au cours des siecles, notamment par l¢ipsisie, pour devenir réductionniste. Il I'est
toujours aujourd’hui.

Enfin, il faut présenter la pensée de Gaston Baoih¢1934). « La méthode cartésienne est
réductive, elle n’est point inductive. Une telleduétion fausse l'analyse et entrave le
développement extensif de la pensée objective. IOn'yi a pas de pensée objective, pas
d’objectivation, sans cette extension. [...] La mééacartésienne qui réussit si bien a expliquer le
Monde, n’arrive pas a compliquer I'expérience, ag gst la vraie fonction de la recherche
objective » (Bachelard, 1934, p. 142). Gaston Blactiecritique René Descartes pour sa recherche
des natures simples et absolues. Il admet que cmain cas la méthode dite cartésienne est
suffisante. « Pour les savants du Xbiécle aussi bien que pour Descartes, les basesnalles du
mécanisme étaient inébranlables » (Bachelard, 193486). Cependant, il note un certain abus
dans les explications scientifiques de cette méthod

Le troisieme précepte est la mise en avant dadaaiité efficiente. Celle-ci est fondée sur la
continuité de la chaine produite par le procesklis. ne peut donc pas étre lacunaire. Elle est
pensée sur le modéle de la linéarité, puisqu’utiégepeause génére un petit effet et qu’'une grande
cause produira un grand effet. C’est le famewonafisme d’Aristote. Il suffit donc de remonter la
chaine des évidences pour expliquer la complexitéqvdnde. En revanche, il ne faut pas confondre
causalité et déterminisme. Une causalité peut @tréitative et/ou quantitative alors que le

déterminisme ne concerne que le quantitatif. Amsique les humanités prétendent qu’elles ne sont
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pas déterministes, elles n'expriment qu’une tagfielgpuisque la plupart d’entre elles ne sont que
qualitative$. Cependant, aujourd’hui, dans un systéme complaxagusalité change de statut : elle

devient indéterminable. On ne peut jamais prouveurgphénomene a été provoqué par telle ou
telle cause, ou plus exactement la cause ultimseaai amplifiée par la non linéarité du systeme ne
peut étre identifiee. Comment identifier la viboatid’'un atome qui déclenche un tremblement de
terre ou une avalanche ?

Le quatrieme précepte correspond au principe destivité. Il est basé sur le fait que
linformation scientifique est nécessairement irdjnet qu’il faut la recenser le plus précisément
possible. La conséquence de ce principe est qud youjours quelgue chose a découvrir.
Cependant, il semblerait que les sciences aientiadihui atteint une limite. En effet, le rythmesde
découvertes majeures en physique, par exempled#ast le champ phénoménal et dans le champ
théorique, a fortement ralenti depuis le milieu MIX°® siécle. De plus, nombreux sont les
scientifiques qui croient que ce principe est urthmy C’est sans doute pour cela gu’ils ont mis
'accent sur le second principe de René Descalefin, I'exhaustivité de la mesure a provoqué

une « inflation » de lI'information.

Galileo Galilei, pére de la modernité, a assagiéhute libre d’un corps a la variable temps.
Cette équation a permis une mise en avant de keafticiente d’'Aristote puisqu’elle dissocie pour
la premiére fois dans I'histoire des sciences, wegatpespace. La cause efficiente est également liée
aux forces présentes dans l'univers. Les causake§iret formelles n’existent plus. Quant a la cause
mateérielle, elle est maintenue, parce que la reegitsnier I'existence des objets d’étude, c’est-a-
dire le fondement des sciences. Galileo Galileogpe la méthode de René Descartes en quelque
sorte.

Cette construction scientifique s’est batie deceoty avec ce qu’il est commun d’appeler, la
société moderne. La science y tient une place értenka modernité a développé ainsi son propre
modeéle social, qui est globalement toujours eneplagjourd’hui. D’apres Marc Luyckx-Ghisi
(2001), il consiste a partager la vie des individasdeux : une vie appartenant au domaine privé,
une autre appartenant au domaine public. La vidiquébest un systéme social hiérarchique dont
on peut considérer qu’il est dominé par les tendatpouvoir scientifique tout autant que par les
tenants du pouvoir politique, les élus. La vie @ewvest un autre monde ou se meuvent d'autres
dimensions de la vie sociale. C'est de ce coté rgu’partie des causes aristotéliciennes et des

entités matérielles ou immatérielles comme la fosmeetrouvende facto Dans le domaine public,

2|l ne s’agit pas d’un reproche mais d’un constat.
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au sommet de la pyramide se trouve la raisonadisbien sdr d’une dimension en rapport étroit
avec les causes efficientes. Ensuite, viennent gausont capables de décoder ces causes : d'abord
les scientifiques, ensuite les politiciens qui apmnt les progrés dégagés par les scientifiques ;
enfin, le reste de la société ou 'homme est nedtgnsupérieur a la femme. Dans une vision
moderne, les causes finales et formelles relevent die questions métaphysiques entrant dans le
champ de la philosophie et de la littérature. Ellesouvrent des faits qui ne sont pas
scientifiquement objectivables. Ce paradigme dadaernité offre une autre solution au probléme
philosophique de la liberté de 'homme puisqueod@sis, il possede un espace de libertés : son
domaine privé, et un espace de contraintes : leadmpublic. Grace a cela, on met en avant le
progres scientifique. Ainsi I'espace de contrairdesient utilitaire au libre-arbitre humain. Dans
cette position, on comprend l'intérét scientifigetephilosophique de I'histoire. Elle permet d’étre
au cceur de la liberté humaine en formulant songe@e la maniére suivante : hier, on en était 13,
aujourd’hui, on en est la, et demain, on en seransént la. Cette liberté est fondée sur l'idée que
’lhomme est, par nature, bon, ce qui reste en géindontrer. Toutefois, la raison placée au sommet
de la pyramide a posé probléme. L'utilisation dume renvoie a une verité absolue qui, en soi,
n’existe pas.

Ce schéma moderne rencontre aujourd’hui des diffis. Pour les résoudre, l'astuce
trouvée a été, dans le schéma postmoderne, deaegnph raison par I'idée gu'’il n’existait pas une
vérité, ce qui pose dautres problemes. En effeta anet sur un méme pied d’égalité un
astrophysicien avec un astrologue, par exemplar..afeurs, les progres de la science et de la
technologie produisent de plus en plus des ingdésuplus ou moins raisonnables (OGM,
réchauffement climatique, déchets nucléaiets). La postmodernité est fondée sur un scepticisme.
Toutefois, ce début d’évolution du paradigme dentadernité semble indiquer que la modernité

entre en crise a la fin du X>ét se poursuit en ce début du XXiecle.

3.2.3. Le paradigme transmoderne

La vision de la recherche formulée par la modérrat été contestée par lI'approche
systémique mise en place depuis une cinquantaiaenéées. Objectivement, le paradigme
transmoderne n’existe pas. Ce n’est qu'une app®ilgiratique donnée par Marc Luyckx-Ghisi
(2001). Personnellement, ce terme me semble plu®pper que « paradigme de la complexité ou
du chaos » qui est plut6t réducteur, mais plusugétdans la littérature. Il a été, en quelqueesort

annoncé par Gaston Bachelard dans le chapitreit@lént< I'épistémologie non cartésienne » du
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Nouvel esprit scientifiqu€1934). Cependant, la découverte de la complesamence par
I'élaboration de la théorie des systémes dansrnieées 1950.

Un systéme est un ensemble cohérent d’élémergsdépdendants et non hiérarchisés. La
systémique est I'étude d’'un rapport entre le syst@&@hson environnement, d’'une organisation,
d’une structure et de son fonctionnement, et ddyreamique propre au systeme. Cette approche
posséde, comme l'approche cartésienne, quatre gtescela pertinence qui est le rapport entre
'objet d’étude et le chercheur, « gu’'est-ce quéec@tude va lui apporter ? », la globalité qui
considére que le tout du systéeme I'emporte surolanse des éléments qui le composent, la
téléologie qui cherche a établir le comportemensygktéme : on considére le systtme comme un
étre vivant, et I'agrégativité qui essaye de regmésx de maniere simplifiée les €éléments connus du
systeme.

La systémique articule ces préceptes autour de detions fondamentales : I'interrelation
et la totalité. Il s'agit d’avoir, en quelque sontme approche holistigue du monde, c’est-a-da I
de la synthése expliguant la globalité. Elle prepose méthode qui serait a I'opposé des préceptes
de René Descartes. Il n'y a plus de réductionnigghes d’évidence, plus de causalité linéaire et

continue et plus de recherche de I'exhaustivitéddemees (fig. 4).

Les préceptes de I'approche cartésienne Les pecdptl'approche systémique
évidence pertinence (par rapport au probléme)
réductionniste (priorité a I'analyse) globaliste ou holiste
causalité (raisonnement linéaire) téléologie
exhaustivité agrégativité

Figure 4. Les différences entre le cartésianismia systémique.

La systémique réintroduit le raisonnement analogjiqui avait perdu de son importance
avec I'approche cartésienne, puisqu’il est fonddagomparaison de différentes formes. Il est vrai
gue l'analogie peut prendre un aspect tres simplepafois erroné. Toutefois, avec le
développement de la systémique, I'analogie pewéséa beaucoup plus complexe. Il y en a trois
types : les métaphores, les isomorphismes et leklem Les métaphores sont des comparaisons
entre différents éléments dont le processus deicilom est identique. Les isomorphismes
travaillent sur une analogie structurale. Les mesl&lont des représentations abstraites de réalités
concrétes. lls représentent la forme la plus étbale I'analogie. A cela, il pourrait étre ajouté
’homologie, l'identité des structures comme telldentifiee par des lois de décroissance ou de
croissance exponentielle. Grace au raisonnemeidgigae et homologique, on peut entreprendre

des recherches interdisciplinaires, nécessairesdlipui pour créer des ponts entre les différentes
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disciplines académiques, ce qui permettra d’élabone méthodologie générale pour traiter les
objets d’étude appartenant a plusieurs disciplines.

La systémique propose une recherche opérationoelt-a-dire qu’elle se veut finalisée.
Elle se fait par étapes successives. La premieaapeéetonsiste a définir le systeme et son
environnement avec ses entrées et ses sorties.ed@nde étape doit montrer ou expliquer
'organisation du systeme. Cette étape est douibls’agit de rechercher un état, c’est-a-dire une
structure, et un processus, c’est-a-dire un ensedwfonctions. Pour les établir, il faut cherdaer
frontiere (ou la limite) entre le systéme et sorvimmnement, puis définir les éléments qui
composent le systeme, ensuite étudier les connexdotre les différents éléments, c’est-a-dire les
réseaux, et enfin, trouver ce qui peut servir demédir au systéme. Une fois ce squelette mis en
place, il faut chercher les flux, le ou les centtesdécisions, les boucles de rétroaction et |Egsdé
de réponse. L’établissement de la structure et mhcegsus conduit a définir des lois qui
commandent le systeme, et a comprendre les redatibernes et externes du systeme. A l'intérieur,
I'état, c’'est-a-dire la structure, correspond aauganigramme qui établit ce que I'on appelle les
modules (ou sous-systemes) en méme temps queil@aun(ou hiérarchie). L’état défini, il faut
trouver le mécanisme de fonctionnement : le pracegsi gere les difféerents éléments du systeme
ainsi que les différentes relations entre les nixe&e processus est un programme qui maintient la
structure du systéeme. Cependant, il faut remarquer I'extérieur du systéme, un certain degré de
fermeture existe toujours. Il permet de mainterdehtité propre du systéeme considéré.

La structure et les fonctions du systeme comprisegeut passer a la troisieme étape qui
consiste a rechercher la dynamique du systemeéétliden existe essentiellement deux. Un état
stationnaire correspond a un systeme qui s’adaptes doutes les situations difficiles qui se
présentent a lui. Lorsqu’on I'observe, il donndu8ion d’étre immobile, d’étre en équilibre. Celui
ci est obtenu par une régulation qui s’appelle rfiéostasie. Elle repose sur la capacité d’'un
systeme a produire ce que I'on appelle de la \@ri@est-a-dire le nombre de configurations, ou
d’états, que ce systeme peut revétir. « L'un desblpmes cruciaux avec ces phénoménes de
contrble est la robustesse : jusqu’ou un systémeipeisister a de petits chocs ? » (Gleick, 1991,
p. 337 et p. 372). Toutefois, trop de variétés pmanduire a une crise de la structure et des
fonctions du systéme, et engendrer la deuxieme ndignee possible : celle de I'émergence.
L’émergence est une « apparition inattendue etainaddans une série d’événement ou d’idées) »
(Mayet, 2005, p. 5). Elle se produit lorsque let&yse ne peut plus étre plus régulé. Deux cas sont
possibles : soit le systeme redéfinit brusquemansgtaicture et ses fonctions, soit il est englobé

dans un autre systeme, devenant ainsi un sous¥syst&&émergence peut étre soit spontanée, c’est-
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a-dire a partir de rien, soit évolutive, c’est-aedh partir d'une accumulation des tensions meaant
une agrégation. Cependant, « I'’émergence est gmésicomme importante, mais sans qu’on sache
souvent ce qu'elle est!» (Sober, 2005, p. 10-TA)oi qu’il en soit, I'émergence conduit a
'apparition d’'un nouveau systéme qui n’a plus réewoir avec I'ancien. L’émergence rappelle que
le réel n'est pas homogeéne. Le réductionnisme [gosgigle d’addition : le tout est égal a la somme
des parties, tandis que I'émergentisme pose |& @giteraction : le tout est supérieur a la somme
des parties.

Les étapes précédentes conduisent a observestkars; ce qui a permis de le décrire. La
guatrieme étape consiste a vérifier, par l'interiaiée d’'une méthode pertinente, que la théorie
obtenue par la description correspond a la sitngiratique. Cette étape est le coeur de la recherche
dite opérationnelle. Elle consiste a lier les didfés éléments (les faits) entre eux, puis a faire
intervenir dans ces différentes liaisons, le hasatdenfin a expliquer la concurrence entre les
éléments. Pour étudier correctement un systenfauytifaire au minimum trois études : une étude
combinatoire, une étude sur les variables aléaodéteune étude sur la concurrence. L'étude
combinatoire travaille sur les invariants du systégui sont les éléments stables du systeme, ceux
qui sont considérés comme fixes, non susceptil@esahsformation. On étudie ces invariants par
l'intermédiaire de deux techniques qui permettéassbcier les différents invariants : soit il stagi
d’'un algorithme, c’est-a-dire une prescription dite des opérations a réaliser pour obtenir avec
certitude la solution du probléeme posé, soit ilgd’'ad’'un programme linéaire, c’est-a-dire la
détermination des valeurs de variables ou d’'aéBvien présence de contraintes relatives aux
ressources disponibles et en vue d’obtenir le t@soptimum Le choix aléatoire travaille sur les
variables du systeme. Les variables sont des élsntensysteme dont les changements peuvent
provenir soit d’événements aléatoires externes/siéme, soit de décisions du modélisateur qui est
le véritable meneur de jeu. Cette analyse est m@agel'intermédiaire des probabilités, des
analyses factorielles... Enfin, I'étude de la conence nécessite une connaissance de la théorie des
jeux (Guerrien, 1995 ; Giraud, 2000) et de son iappbn. Elle étudie le comportement des
individus rationnels en interaction, et les congimpes de leurs choix, c’'est-a-dire les contraintes
exercées sur le systeme. Les contraintes sonhegeru externes au systeme. Elles limitent sa
capacité d’adaptation ou de réaction a telle da sluation.

La cinquieme étape consiste a présenter les atsidbus la forme d'une représentation
graphique et a modéliser le systéme. La représemtgtaphique est soit un diagramme, soit une
carte soit un réseau. La modélisation est le psused’action qui conduit a la construction d’'un

modele. Le terme de modele s’applique a toute seitétion ou transcription abstraite d’une réalité
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concrete. Cette représentation doit étre assezliBgmppour étre intelligible, mais suffisamment
fidele pour étre utile et fiable. Cette modélisatiest difficile a réaliser. La plupart des modéles
formulés sont faux. Il faut sans arrét les retridetapour atteindre quelque chose qui tend vers une
juste image de la réalité. Cependant, il faut tesisur le fait que le modéle n’est qu’un résultat.
Seul le processus de modélisation a un intéréntitipie et méthodologique. Cette modélisation a
pour but de pouvoir faire des simulations qui vpatmettre d’établir une éventuelle prospective.
Selon Daniel Durand (2002), il en existe quatreetyple modele cognitif, le modele décisionnel, le
modele normatif et le modeéle prévisionnel. Le medebgnitif doit donner une représentation
simplifiée d’'un systéme réel en ne retenant que&lé&ments et les interactions les plus signifisatif
du systeme. Le modeéle décisionnel doit fournir @gideur des schémas qui lui permettent de
prendre rapidement une décision en présence saiedhformation trop abondante, c’est-a-dire
difficile & maitriser, soit au contraire d’une infieation lacunaire ou incertaine. Le modele normatif
est une forme particuliere du modele décisionnekguparticulierement contraignante. Le modele
prévisionnel doit permettre de déduire le compoemmfutur d’'un systeme a partir de la
connaissance de I'état présent et passé de cengysiiependant la nature d’'un modele est classable
en quatre niveaux de compréhension : la maquet;Héma, le modeéle cybernétique et le modéle
numérique. La maquette est un objet représentamteaéchelle réduite I'objet mécanique ou le
batiment que I'on veut construire ou étudier. Cettaquette peut étre soumise a des tests, des
mesures qui permettront d’améliorer les performarmizel’objet ou du projet. Le schéma représente
'objet ou le systeme, existant ou a créer, deraglus ou moins détaillée. Les schémas ou les
dessins sont complétés par un code qui permetsdimtierpréter. Le modele cybernétique permet
d’étudier ou de prévoir les conditions de régulatibun systéeme. Le modéle numérique est lié au
développement de l'informatique. Le modéle, quglle soit la discipline qui I'a produit, s’inscrit
dans un langage qui permet de le comprendre. $oiel Durand (2002), ce langage se joue a
trois niveaux : un langage graphique, qui fait &pgpedes notions de sémiologie, un langage
mathématique, qui permet d’établir les lois d’enslEndu systéme, et un langage discursif, qui
posséde deux faiblesses : il est de nature lin@dams que la plupart des systémes ont des regles
non linéaires, et il manque de rigueur ; il utilise lexique flou, mais demeure indispensable pour
trouver de nouvelles connaissances.

La systémique étudie la complexité du monde pdarneéme, mais comment différencier
ce qui complexe de ce qui ne I'est pas ? D’apresplecipes de René Descartes, la complexité

n’'existe pas: elle n'est quapparente. Grace a aledines linéaires et continues de causes et
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d’effets, on peut comprendre la complexité du mopdedes expressions simplifiées de celui-ci.
Depuis une trentaine d’années, on admet que le leamp une réalité propre, irréductible.

Piergiorgio Odifreddi (2004) remarque que « legersmes et les mathématiques du °XX
siecle ont en commun cette difficulté a expliquers conquétes en termes de concepts classiques.
Mais difficultés ne signifie pas impossibilité. Gent souvent les abstractions superficielles et
stériles qui sont plus difficiles a justifier tandjue celles qui sont profondes et fécondes puisent
leurs racines dans des problemes et des intuitionsrétes. En d’autres mots, la bonne abstraction
n’est jamais une fin en soi, un art pour I'art,cauntraire, elle est toujours une nécessite, upaut
’homme » (2004, p. 11). Deux problemes sont icilewes : (1) sur des centaines de milliers de
théorémes la plupart n’ont aucune importance etirauatérét ; (2) la fragmentation des sciences
depuis le XVIIf siécle a abouti a une hyperspécialisation ali 3i¥cle. En effet, « a force de nous
spécialiser, nous devenons plus vulnérable,... st &emort » Ghost in the shel). La complexité
cherche a résoudre ces deux problemes. « Les ssiglgcla complexité ne sont pas une école de
pensée, une nouvelle idéologie scientiste : ebpirent, au travers d’un ensemble de techniques et
de principes, a proposer une description aussiefigae possible des phénomeéenes que la nature
nous donne a voir » (Benkirane, 2002, p. 8). Desgiplines ont contribué a la compréhension de
la complexité : la physique du non équilibre ethéorie moderne des systéemes dynamiques dans
lesquelles la prédominance de l'instabilité estrdgle. « En bref, cela signifie qu'une petite
modification des conditions initiales peut conduiie d’énormes amplifications » (Prigogine,
Nicolis, 1992, p. 4).

La pensée transmoderne développée par Marc Luytksi-(2001) essaye de lutter contre
une vision classique de la science. La sciencd p&sune accumulation de connaissances dont le
vague souvenir est relancé au nom d’'une quelcoegpertise. Elle met en avant, entre autre, ce
gue I'on appelle I'ago-antagonisme (Bernard-We888). Deux objets contraires s’opposent en
méme temps qu’ils se completent, puisque chacurdseréférentiel a I'autre. Le rapport entre les
individus obéirait & un abandon partiel de soindividu est libre de faire ce qu’il veut, mais sou
contrainte de son environnement, sinon celui-cirg@ouun jour se retourner contre lui, ce qui
signifie qu’un individu posséde des « degrés derféds » en fonction du systeme social dans lequel
il se meut. Le systéme sociétal devient donc uniééesupérieure a la stricte somme des individus

qui le composent.

3 C’est une animation japonaise.
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La vérité est une perfection : on tend toujouns \adle, sans jamais l'atteindre. Pour arriver
a I'approcher, il faut nécessairement avoir une atéhe transdisciplinaire et construire un objet
scientifique faisant appel a plusieurs disciplin€s. nouveau cadre hypothétique de la modernité
passe, en outre, par des processus non linéagesdjfdrcations, des horizons de prévisibilgte,.

Comment étudier cette complexité, si elle exiswllement ? La méthode consiste, comme
on lI'a vu, a déconstruire les systémes et a ledigrtupar l'intermédiaire de la recherche
opérationnelle. Cependant, il existe également almbmeuses méthodes appelées «théories du

chaos » par James Gleick (1991) parmi lesquellg¢soore la géométrie fractale.

3.3. Complexité, chaos et fractales

La complexité est un terme générique qui englahget science (ou tout sujet) dont la
connaissance est liée a une notion d'échelle ei/da morphogenéese. Le chaos est déja plus
restrictif. 1l étudie les systéemes déterministes linéaires a comportement complexe. Quant aux
fractales, elles constituent une foule d'objetsngémiques, et purement géométriques qui ont la
propriété d’étre dépendant d’échelle. Le cas les @imple est I'invariance d’échelle : de pres

comme de loin, I'observateur verra la méme forme.

3.3.1. La complexité

Complexe « se dit de ce qui contient plusieursiggpu plusieurs éléments combinés d’'une
maniére qui n'est pas immédiatement claire powspli ». En effet, « la complexité d’un systeme
se mesure par 'importance de lintelligence gtéiit mettre en face pour le comprendre et non par
limportance du temps nécessaire a le décrire »rt{iMa2004b, p. 26). Le mot vient du latin
complexusqui signifie «tissé ensemble ». La complexitéepte comme postulat celui de la
systémique : « le tout est plus que la somme daepa. Toutefois, il faut préciser qu'il « existe
pléthore de définitions [de la complexité]. Cer&@ns’appuient sur les notions d’information,
d’entropie (le niveau de désordre d’'un systeme}hd®s ou de hasard. Toutes, a des degrés divers,
expriment une relation entre le tout et les pardas systeme, plus exactement le fait que la
connaissance des parties ne suffit pas a expligumctionnement du tout » (Benkirane, 2002,
p. 9).

Il faut faire attention. Le terme « complexité oitcEtre opposeé a celui de « compliqué ». En
effet, a la question, un systéme compliqué estiihglexe ? La réponse est non. Le compliqué est
réductible par la méthode cartésienne, tandis gu®inplexe ne I'est pas. « Dans la mesure ou la
complexité se différencie de la complication etdEnmesure ou les phénomeénes non complexes

donc linéairesetc s’avérent, tant dans la nature que dans la €gaigtes, tout change. Il apparait
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ainsi que ce qu’il faudra maintenant appeler laewx paradigme moderne » n’est pas suffisant
pour comprendre, pour se représenter et donc paengr dans le monde, ce qui est fondamental » (b,
t. 1, 2004, p. 22).

Le pere de la complexité est Andrei Kolmogorowa formulé ce que I'on appelle la théorie
algorithmique de l'information (ou théorie de lang@lexité). Pour lui, le monde serait un ensemble
de programmes mis en place en fonction de la tdéld¢'objet étudié. Plus un objet est « long »,
moins il est probable. Un systéme complexe ne peutesumer en un algorithme court, tant la
richesse des informations est importante. Ce gdmg/steme présente une organisation qui n’est ni
strictement définie, ni aléatoire, et produit défete non linéaires dont I'expression est I'émegen
de propriétés nouvelles.

« Pour la plupart d’entre nous, les phénomenesguient dans les ouvrages de physique
traditionnelle comme la chute d’un objet sous l@tide la pesanteur ou le mouvement du pendule,
sont fondamentalement «simple ». A l'opposé, n@asirrions affirmer que notre systéme
économique, notre langage, le cerveau des mammiékrenéme la plus infime des bactéries sont
des « systemes complexe¥igogine, Nicolis, 1992, p. 9 et 11). Ce qui sigqu’il « parait plus
naturel, moins ambigu, de parler de comportementptexe plutdét que de systemes complexes »
(Prigogine, Nicolis, 1992, p. 11).

Pour résumer, la complexité regroupe trois situgti le systéme possede beaucoup de
degrés de liberté et a des équations dont on reegesas la solution ; le résultat, apparemment
simple, adopte un comportement compliqgué rendaatprospective impossible ; le systeme a un
tres grand nombre de variables et un comportenméataire. « Il existe en fait deux « styles » de
complexité. L'une est la complexité de ce qui éSatmire et elle est complexité parce que rierane |
réesume. Elle n'est pas simple a concevoir contreérg & ce que nous pourrions initialement
penser. Par exemple dessiner une distributioncatéade points est quelque chose de délicat. Mais
inversement voir une structure dans une distrilbugi@atoire de point est possible. L'autre style es
une « complexité » liée a une organisation. C'astdmplexité qui rejoint le sens vernaculaire du
mot de facon plus directe. Cette complexité cowadpa ce qui est organisé, fortement structure,
riche en informations plus ou moins cachées, maisf@rmations organisées. Il faut essayer d’en
rendre compte [...] » (Martin, t. 1, 2004b, p. 27).

Enfin, ces sciences de la complexité fondent flaxi®n de Marc Luyckx-Ghisi (2001) sur
les conséquences que celles-ci auront sur la éodiéqualifie sa pensée de transmoderne. « Ce
n'est pas tant que ces sciences de la complexigdtsoouvelles ; ce qu’il faut voir ici, c’est la

migration d’idées, auparavant en marge des couanrtgipaux de la science, vers le coeur de
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lactivité scientifique » (Benkirane, 2002, p. 10}1 La complexité défend l'idée d'étre «en
bordure » avec les notions de « seuil critique deet« frontiere entre chaos et ordre ». Il s’agit
d’assimiler le fait qu’'un rien peut transformer qagtement un systéme, ou plus généralement la
« face du monde ».

« Qu'est-ce qu'un systeme complexe ? Il n'existas pde définition mathématique
universellement acceptée mais l'idée générale @shme devrait pas pouvoir décrire de maniere
concise le comportement d’'un tel systeme, mémepsdséde des éléments d’organisations bien
précis. Les systemes complexes ne sont ni ordonnégatoires, mais ils combinent de facon
frappante bien gqu’insaisissable des éléments desaemportements » (Stewart, 1998, p. 550). « Il
existe beaucoup de sortes de systemes complexemnhalexité peut étre purement spatiale — le
systeme fait apparaitre des formes compliquées Iesiformes n’évoluent pas dans le temps. [...]
La complexité peut étre purement temporelle —dactiire spatiale est simple a tout instant, mais
elle évolue au cours du temps de facon complexé Lle.systeme peut étre complexe a la fois dans
'espace et dans le temps [...]. Un systéme compbexe étre adaptatif, répondant a des influences
extérieures, ou méme aux résultats de son propnpadement, et « apprenant » d’eux — modifiant
lui-méme sa réponse » (Stewart, 1998, p. 530-5813.différence de la pensée traditionnelle, pour
la complexité, «le cceur de la discussion n'est faa$ ce qu’est réellement l'univers, mais
comment les étres humains peuvent I'appréhender.vik®mn traditionnelle de I'explication
scientifique est relativement simples : I'explicatid’'un quelconque phénoméne est la déduction de
ce phénomene a partir de lois de la nature » ($te®808, p. 554).

Le monde sera une somme d’objets, de configuraspatiales dont le programme qui les a
élaborées serait court. Plus le programme est ,cplus on a de chances de le rencontrer.
Cependant, Jean-Paul Delahaye (1994) rappelle amonstnt que la complexité du monde actuel
n’exclut pas une origine simple.

Une énumération des problemes me semble plusnpartgu’'une description longue et
fastueuse.

* Le probléme du changement de niveau d’intégraton’€émergence) :
o avec le phénoméne de réorganisation ;
o avec le phénomene de simplification ;
* Le probléme de I'indétermination quantique ou fibetu
0 avec le chaos déterministe :
* une non linéarité ;

= un retour de la sortie sur I'entrée ;

- 36/202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007
Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

0 avec une sensibilité des conditions initiales ;

» L’irréversibilité (c’est-a-dire la dépendance asgs) ;

» Lathéorie des catastrophes et les mathématiquelsats ;

* La géométrie fractale ;

» Les simulations informatiques (automates cellufaisystemes multi-agents).

Chaos et fractale entrent, en partie, dans le dwmmaathématique de la topologie, fondée

par Henri Poincaré. « Il s’agit des mathématiquedadcontinuité. La continuité est I'étude des
changements réguliers, progressifs, la science atu bmisé. Les discontinuités sont soudaines,
dramatiques : des endroits ou un minuscule changeameniveau de la cause produit un énorme
changement au niveau de I'effet » (Stewart, 19987 « La topologie est une sorte de géométrie,
mais une géométrie ou les longueurs, les angles,siefaces, les formes sont infiniment
transformables. [...] Toutes [les] formes géométrggugqu’on nous enseigne avec tant
d’acharnement lorsque nous sommes enfants : potapatogue, elles ne sont qu’une. La topologie

n'étudie que les propriétés des formes continuesrsébles » (Stewart, 1994, p. 97-98).

3.3.1.1. Définition de I'émergence

L’émergence est une « apparition inattendue etlaoe (dans une série d’événements ou
d’'idées) » (Mayet, 2005, p. 5). Il s’agit de lagplrrande énigme des sciences de la complexité. Jean
Petitot ajoute que I'émergence engendre de la git§pken changeant de niveau (ou d’échelle plus
exactement). L’émergence peut étre soit spontaeéed-dire a partir de rien, soit évolutive c’est-
a-dire une accumulation des tensions menant a gnegation. Cependant, «|'émergence est
considérée comme importante, mais sans qu’on shent ce qu’elle est ! » (Sober, 2005, p. 10-
13).

L’émergence rappelle que le réel n’est pas homageha notion d’émergence se comprend
ainsi essentiellement comme un constat d’échec 'mopdissance, provisoire ou définitif, du
programme réductionniste en biologie ou en physig(®layet, 2005, p. 5). Le réductionnisme
pose la regle d’addition : le tout est égal a lamis® des parties, tandis que I'émergentisme, né en
Angleterre au XIX siécle, pose la régle d’interaction : le toutsgiérieur a la somme des parties.

L’émergence va de pair avec le phénoméne d’awanisation qui renvoie a une émergence
ordonnée. « L’auto organisation est I'apparitiomrgganée d’'une forme ou d’une structure qui ne
résulte pas d'un programme codé comme un algorithr(®apoval, 1997, p. 166). L'un des
objectifs de la complexité est de comprendre céan@ménes d’auto-organisation.
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La relativité d’échelle sera décrite plus en déiai peu plus loin dans la partie technique
consacrée a la géométrie fractale. Du point defapréhension du phénomeéne d’auto organisation
et d’émergence, la relativité d’échelle va beaucplys loin que l'autopoiese. Son existence est
bien la preuve que I'étude des changements d'éclmédist pas propre au concept de Francisco
Varela et Humberto Maturana. Ainsi, Laurent Nottaleit au cours de son entrevue avec Réda
Benkirane : «j'ai effectivement I'espoir d'utilisece genre de méthode dans des domaines
intermédiaires. Atomes, molécule, ADN, chromosonmesjau, cellule, tissu, organe, organisme,
homme, institution, village, pays, nation, commugag I'Europe —, planéte... pour tous ces
niveaux il faut arréter d’avoir une vision réductniste. La relativité d’échelle apporte justemeant c
changement mental qui permet de penser ces nivdEtalité irréductibles les uns par rapport aux
autres » (Nottalan Benkirane, 2002, p. 350).

3.3.1.2. La théorie statistique de I'information

Cette théorie a été développée grace a l'inverdmtiordinateur. Elle peut étre considérée
comme a l'origine de la complexité. Toutefois, @ faut pas confondre cette théorie statistique de
linformation avec la théorie algorithmique de fammation. Les outils de base sont les mémes,

mais leurs buts divergent.

3.3.1.2.1. Généralités sur I'information

Source Message
d'information

Signal Canal Signal regu Message

Eécepteur Destinataire

Transmetteur

Code Bruit

Figure 5. Schéma de base expliquant la communitgdBaylon, Mignot, 1999, p. 40)

Un bruit est « tout ce qui trouble la communicatig compris I'absence de signaux, donc
méme le silence » (Baylon, Mignot, 1999, p. 41).

Un message est une « succession de signaux;uir@asemble appelé répertoire, clavier ou
alphabet » (Baylon, Mignot, 1999, p. 42).

Un canal est le «support physique du messageayldB, Mignot, 1999, p. 43). « Il est

caractérisé par une capacité exprimée en bitsrp de temps » (Baylon, Mignot, 1999, p. 43).
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3.3.1.2.2. La théorie statistique de I'information de Shannon

L’information n’est ni matiere, ni énergie. Unddarmation est une « valeur mathématique
telle qu’il y a un rapport inverse entre probabilites signaux et information transmise » (Baylon,
Mignot, 1999, p. 41). Une distribution de probabildiscréte est un ensemble de nombres positifs
pn tels que la somme g soit égale a 1. L'indica va de 1 &, ouN peut étre infini. « La quantité
d’'information est une mesure de I'impreévisibilitle « I'effet de surprise » d’'un message » (Baylon,
Mignot, 1999, p. 41). La quantité d'information edéfinie par rapport & sa probabilité.
L’information est donc liée au degré d'improbakilitPlus I'information est improbable, plus la
valeur de linformation est élevée. « L’occurrendan événement parfaitement prévisible
n'apporte aucune information » (Baylon, Mignot, 298. 41). Il faut noter que « I'information est

maximale lorsque tous les éléments du répertoirgd équiprobables » (Baylon, Mignot, 1999,

p. 42). La loi Wierner-Shannon exprime de la manisuivante :H :—z p,log, p ou H est

'information en bit efp; la probabilité de chaque élément. Elle mesurddfimation moyenne d’un
message considérée comme la quantité de hasardiblpodsinformation est la mesure de
lincertitude. Un théoréme de Shannon introddicomme limite inférieure du nombre de signes
binaires (0 ou 1) nécessaires en moyenne poumtettre un message dont les mots — texte sont
indépendants et les mots — lexique ont les proibébg,. D’autres démonstrations du théoréme de
Shannon insistent sur deux étapes intermédiaiigg. IBxique contient deux mots équiprobables,
on aH = 1; s'il contientN mots équiprobables, onta= log, N. H est une mesure de la richesse du
vocabulaire.

L’information pose deux problémes essentiels : oemt quelque chose sans matiere et sans
énergie peut-elle déterminer quelque chose ? Comnpesser I'efficacité d’une information ?

Le bruit aléatoire peut modifier le message avemécanisme d’amplification. Deux voies
permettent d’étudier la structure du bruit. La solude la redondance consiste a prétendre qee si |
méme information arrive au méme récepteur alors edit vraie. « Pour combattre le bruit, on
introduit donc une certaine redondance dans le agesOn transmet plus de signaux qu’il est

nécessaire » (Baylon, Mignot, 1999, p. 43). Le phnéne est-il un ordre ou un phénomene
aléatoire ? Benoit Mandelbrot (1975) a montré eusedrreurs arrivent en rafaleN(u)D u™® ou

N(u) est le nombre d’intermissions. L’apparition desers correspond a une structure particuliere

gu’est la géométrie fractale.
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3.3.1.2.3. La théorie algorithmique de I'information d’Andréblmogorov

« Dans la théorie ordinaire [de Claude Shanndnfpfrmation est quantifiée par le nombre
d’'unités élémentaires — des bits — nécessairesquul@r cette information. Un bit, entité binaire de
valeur 0 ou 1, suffit par exemple pour coder leorése de type « oui » Ou « non » a une question.
L’information algorithmique d’'un ensemble de domsiéen revanche, est définie par la taille du
plus court programme nécessaire pour engendratareses, la taille du programme étant mesurée
par le nombre minimal de bits nécessaires poupoleker »(Chaitin, 2006, p. 70-76).

Un algorithme est composé de faits non aléatolrtesbut de la théorie algorithmique de
linformation est de répondre a la question suigantomment réduire l'information brute en une
somme de 0 et de 1. « La complexité algorithmiqgaesiste en la description de plus courte
longueur d’'une séquence finie donnée. Dans ce sapsséquence totalement aléatoire générée par
un bruit présente une complexité algorithmique mmaxn essentiellement égale a sa longueur. [...]
L’information sera considérée comme maximum lorsiguséquence est aléatoire étant donné que
la réalisation de cette séquence particuliere pemombre énorme de séquences possibles revient
a localiser le systeme de fagon trés pointue » Hasgace des états. L'information est nulle dans
une séquence de complexité minimum puisque le tedsgle I'on est en droit d’attendre est
toujours le méme » (Prigogine, Nicolis, 1992, p/24

« Le temps ou la quantité de mémoire nécessaimnpaitent pas dans la définition de
linformation algorithmique, seule compte la longuelu programme » (Chaitin, 2006, p. 70-76).

« Un nombre aléatoire composé d’a peine un mildlerchiffres pris au hasard a un contenu
en information algorithmique beaucoup plus impdrt&@omme un tel nombre ne présente pas de
régularités susceptibles de le définir, le programenplus court pour le produire consiste a écrire
explicitement la suite des chiffres. En d’autresnes, un tel flot de chiffres est incompressiblaeet
contient aucune redondance. De tels nombres sdat idéductibles ou algorithmiquement
aléatoires » (Chaitin, 2006, p. 70-76).
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3.3.2. Le chaos

« Découvrir, c’est souvent voir autrement »
(Nottale, 1998, p. 110).
La théorie du chadss’est développée aux Etats-Unis et en Europe leefin des années
1960. Cette théorie s’applique sur les structuissightives ou sur les systemes dynamiques. Elle
repose sur I'idée d’'un systeme déterministe. Lestest une évolution temporelle avec dépendance
sensitive des conditions initiales (David Ruell®n répertorie deux types de chaos : le « chaos
déterministe » et le « chaos stochastique ». Powhbhos déterministe, le désordre résulte d’'un
processus rigoureusement défini. « Le déterminiped produire des résultats non previsibles »
(Dauphiné, 1995, p. 17). Pour le chaos stochastigudésordre est di a une multitude de causes
agissant sans aucun lien entre elles. Il n'exiage e définition claire du terme « chaos », mais on
rapproche le chaos d’'un phénomeéne de turbulenagefds, on connait, au moins, trois types de
routes de processus, menant a un chaos. Le preo@aario explique que la turbulence apparait
dans un systéme apres trois bifurcations a pdcdir état stationnaire. Ce sont les travaux de David
Ruelle et de Floris Takens (1971) (Ruelle, 19919s €hercheurs ont lancé I'idée d’attracteurs
étranges. Un attracteur est un espace théorigustit@nd’'un ensemble de points correspondant aux
états possibles du systeme, distribués selon ywdoigie. Le premier attracteur a été construit par
Edward Lorenz, celui qui a écrit « un battemenilelade papillon en Chine peut provoquer un
ouragan en Californie ». Il est vrai que son ateacexplique que I'on ne peut pas prévoir le temps
gu’il fera demain ou aprés demain. Cela est liéaacdmplexité de l'attracteur qui est trés
développée. Les attracteurs ne sont pas seuleraardtdre chaotique. Il en existe quatre types : le
point, le cycle, le tore et les attracteurs étrangpii sont généralement fractales. Le deuxieme
scénario repose sur le mécanisme de doublemenéritede (Mitchell Feigenbaum). Ce scénario
utilise ce que I'on appelle la méthode logistiqeeMerhulst (1838). Le troisieme scénario repose
sur la notion d’intermittence (Yves Pomeau et Pdahneville [Manneville, 1991]), qui recouvre
un phénomene relativement simple : un systeme diewebulent lorsqu’il a été envahi par des
fluctuations « anormales ». La multiplication des ¢kictuations anormales dans le temps aboutit
par étapes successives a la turbulence a propratitenCependant, il faut remarquer que les trois
scénarios ne sont pas incompatibles. Autrementdéitrire et expliquer un systéme chaotique

demande une approche de nature structurelle.

* Nom donné par James Yorke. Le chaos devient wet affthématique avec une signification et un stiart précis.
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Les routes possibles Les principaux découvreurs
La route par bifurcations successives FEIGENBAUM
COULLET
TRESSER

La route par le passage d’attracteurs périodiquéesaattracteulsRUELLE
étranges (avec un nombre fini de bifurcations sd@ténario de ceTFAKENS

découvreurs) NEWHOUSE
La route par apparition d’'un régime dynamique imigent POMEAU
MANNEVILLE

Figure 6. Les trois routes du chaos.

Il existe quelques néologismes propres au chamsneochaologie qui est I'étude du chaos,
ou chaotique qui est I'adjectif désignant un phéaoenrelevant du chaos, ou encore chaométrie qui
désigne les mesures faites du chaos. Les diffémmtsepts que nous allons aborder ont tous un
point commun : ils présentent la particularité ié&pparemment discontinus.

Toutefois, la célebre phrase d’Edward Lorenz (}@68t€, en partie, remise en cause par la
notion d’horizon de prévisibilité. Il s’agit de dirqu'un systeme chaotique posséde un
comportement qui peut permettre de déterminer $ah2éune date plus ou moins éloignée. Il
permet de caractériser le futur d’'un systeme chaeti L’horizon de prévisibilité pour les
prévisions météorologiques est de I'ordre de taong jours, par exemple. Cet horizon est di au
fait que l'information que nous détenons, qui dévédre, en théorie, infinie pour un systeme
chaotique, sera toujours imparfaite. Ce qui im@ique I'on introduit, involontairement, une erreur
dans la position de I'état initial du systéme éaipae laquelle sont effectués les calculs. Autretme
dit, un systeme chaotique est tres sensible auditbmms initiales que I'on impose a ce calcul. Ce
qui implique que la prise en compte d’'un écartléaikur une variable peut donner des résultats
radicalement différents. Une petite cause peut rgénén grand effet. C’est tout le sens de la
citation d’Edward Lorenz. Il existe une autre seudtincertitude qui conduira le systéme vers un
état étonnant. Elle s’introduit dans le calcul mélmes, par exemple, d’'une multiplication des
nombres non entiers, le nombre de chiffres apregdale est lui aussi multiplié. Or, sauf a sature
la mémoire du calculateur de chiffres apres lauleégce qui est contraire au but recherché, il #aut
un moment ou a un autre arrondir, couper, donmdiuire une erreur qui inévitablement fera
diverger le systéme. Le rapport entre cause etecuesice n'est plus linéaire ou continu : il est non
linéaire ou discontinu. La divergence peut étre-silEme calculée par ce que I'on appelle les
exposants de Lyapounov, ce qui permet d’établiitesse de divergence du systeme.

Le domaine de l'aléatoire ressort de tout celgpldis en plus réduit. Si on ajoute que le
chaos est un modeéle qui peut étre appliqué dansoddreux domaines scientifigues comme la

circulation atmosphérique, la sociéte, le résedermet... Il apparait que ce mode de connaissance
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change radicalement notre facon d’aborder le mo@eééa étant, la non linéarité d’'un phénomene
permet au systeme chaotique de produire de latgadénc I'adaptation qui lui est nécessaire. Un
systeme non chaotique a comportement linéairedypeut produire autant de variétés. Autrement
dit, appliquer aux sciences humaines, un systemilsthaotique devrait étre plus robuste qu’un
systeme social non chaotique, beau paradoxe ppontapu sens commun. Le probleme, au fond,
est que le passé du systeme ne permet pas dejstempdans I'avenir, puisqu’il peut bifurquer
n'importe quand : aujourd’hui méme, demain, aprésan, dans cent ans... Pour Etienne Klein,
grace aux systemes chaotiques, on peut dire quy ia pas de fleches du temps, seul le niveau
global donne l'impression qu’il y en a ungPrigogine,in Klein, 1995, p. 40). Ce qui implique que
c’est parce que I'espace est en mouvement quenlgstexiste. Peut-on dés lors instrumentaliser le
chaos ? Ce serait un réve de pouvoir dire quarsyde&Eme va bifurquer, puisque I'on pourrait se
positionner avant la bifurcation et choisir la diten que I'on veut faire prendre au systeme. Dans
I'état des travaux actuels, cela demeure un beae, r@algré les recherches de Laurent Nottale
(1993 ; 1998 ; 2000) qui vont dans ce sens. llise@ simple et trop facile de penser que, pour
tout, une fois le programme trouve, on puisse fd@® prévisions. En effet, un programme générant
un chaos évolue aussi dans le temps. Il provogugueeles physiciens appellent une brisure de
symétrie. Pascal Chossat (1996) rappelle que cesirbs se font de maniéres spontanées.
Autrement dit, les bifurcations sont imprévisibl€g sont des catastrophes au sens de René Thom.

3.3.2.1. Les systémes déterministes

Un systéme déterministe est un « systéme modphsédes équations qui ne font pas
intervenir de variables aléatoires, c’est-a-dirdlaetuations gouvernées par une loi de probabilité
(Chossat, 1996). Dans le cadre déterministe, lggutkes sont possibles. L'incertitude serait posée
dans un cadre non déterministe par nature. Ceptndaxiste une position intermédiaire : celle du
chaos. En effet, le chaos prouve que « le détesmimipeut produire des résultats non prévisibles »
(Dauphiné, 1995, p. 17). On peut citer comme exenwlcomportement d’'un systéme dissipatif
et/ou dynamique qui montre que « le point fondamlejolu chaos] est la reconnaissance que des
systemes simples, déterministes peuvent avoir mpodement apparemment aléatoire » (Sapoval,
1997, p .230).

3.3.2.2. La non linéarité

« Tout le progrés de la science était fondé swrdgance que la maniére de chercher la
simplicité dans la nature était de trouver des #oos simples pour la décrire. Quelle question

stupide. » (Stewart, 1998, p. 88). La forme la ginsple est bien entendu I'équation linéaire. « Une
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éguation est linéaire si la somme de deux solutash®ncore une solution » (Stewart, 1998, p. 97-
98). Cependant, « la linéarité est un piege » (&tew998, p. 126), car la physique, par exemple, a
éte batie sur des théories ayant un espace a dewxnsions, alors que la réalité est un espace a
trois dimensions, voire quatre (Albert Einstein)aing (Laurent Nottale).

De plus, la réalité des phénoménes qui nous emburest pas linéaire : elle est non
linéaire. « La non linéarité signifie que le faé ppbuer modifie les regles du jeu : I'importance du
frottement dépend du palet qui, a son tour dépandratitement » (Gleickin Dauphiné, 1995,

p. 19).

3.3.2.3. La dynamique

Toutefois, le chaos n’apparait que pour les systeouverts, c’est-a-dire soumis a une force
extérieure qui permet de leur réinjecter I'énergexdue par la dissipation. Par définition, les
systemes ouverts n’atteignent jamais un état diégei

Les dynamiques d’'un systéme sont décrites pdrdariodynamique. La thermodynamique
est simplement la mécanique statistique. Il y axddwanches dans cette science: la
thermodynamique proche de I'équilibre et la thergmasnique trés loin de I'équilibre. La premiére
est la plus connue. Elle repose sur les lois dsemvation de I'énergie de James Joule (1842) et
cherche a transformer I'énergie thermique en éaergicanique. Rudolf Clausius formule, en 1865,
la loi de croissance irréversible de ce que I'opedlp I'entropie qui est une fonction caractérisant
l'état de désordre de la matiere. Quand la temperatbaisse, I'entropie augmente, et
réciproguement. La thermodynamique proche de lldgai repose sur l'idée que le systeme est
fermé, ce qui signifie qu’il n’a aucun contact agen environnement. Autrement dit, il N’y a pas de
flux de matiere, d’énergie et d’'information.

C’est pour cela que I'on a développé depuis 1945thermodynamique tres loin de
I'équilibre, qui décrit les systémes ouverts, nonservatifs, c’est-a-dire dissipatifs. En effefailit
constater que I'évolution du monde tend vers l'erdplutdt que vers le désordre, or la
thermodynamique montre le contraire : on devrddrale I'ordre au désordre. L'expérience type
matérialisant ce phénoméne de passage de I'orddésardre et du désordre a l'ordre, est ce que
'on appelle les cellules d’Henri Bénard (1900).slagit de chauffer régulierement une couche
mince d'un liguide homogéne entre deux plaquegldgue inférieure étant chauffée, la plaque
supérieure restant froide. Il y a donc un gradaatempérature entre les deux. Quand le gradient
dépasse une certaine valeur, des cellules de dimvese déploient rapidement. Elles fonctionnent

par couple, I'une d’elle tournant de droite a gaydtautre tournant de gauche a droite. C’est un
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phénoméne type d’auto organisation. Les structtissspatives correspondent donc a I'émergence,
apparemment spontanée, d’'un ordre. Si la températurtinue a augmenter, les deux cellules vont
se complexifier en reproduisant leur forme initialane échelle inférieure, et ainsi de suite, jigsqu

la création d'un phénoméne de turbulence. Il s’dgine évolution temporelle irréguliere et de
structures spatiales « décorrélées », c’est-ad@iuant indépendamment les unes des autres et
devenant pratiquement impossible a identifier (8ags1996). La turbulence est un jeu d’échelles.
Elle peut étre décrite par la géométrie fractale.vOit donc une cascade de cellules dans l'ordre
des échelles. Pour annuler cette complexificatromssante, il suffit simplement de faire baisser le
gradient de température. Il faut remarquer que passe d’'un état a un autre brusquement, sans
aucun pallier avant la bifurcation du systéme. afgimmédiatement antérieur a la bifurcation, est
ce que l'on appelle un état critique, matérialis& pne agitation anormale des molécules. On
constate que les systémes agissent afin d’assutearisport de I'énergie, c’est-a-dire, en fait, sa
dégradation rapide. Cet état critique montre qgecbuses de I'émergence d’'un nouveau systéme
sont essentiellement internes. Toutefois, il y algues contraintes externes dans la formation de

ces cellules : la gravité, par exemple. Les ceallul@pparaissent pas en apesanteur.

3.3.2.4. Les structures dissipatives

L’ordre dans les cellules d’Henri Bénard est &d& de nature temporelle et de nature
spatiale, mais « contrairement aux structures diégel qui, une fois créées, n'ont pas besoin d’un
apport d’énergie extérieure pour se maintenirstesctures dissipatives sont formées et stabilisées
par les flux de matiére et d’énergie qu'elles égash avec le milieu qui les entoure » (Boutot,
1993, p. 48). La thermodynamique montre que I'éwitutend irréversiblement vers un équilibre
décrit comme la « mort thermodynamique de l'universe qui est en opposition avec l'idée de
Charles Darwin, puisque dans la thermodynamiquselg événement qui peut avoir un sens est le
moment ou le systeme atteint son équilibre. L'étiotu de systeme dissipatif, en physique, est
supposée déterministe. Cependant, le concept detwsies dissipatives dépasse le champ de la
physique« En biologie, [par exemple] quand vous atteigne2quilibre, vous étes mort(&leick,
1991, p. 373). Le cas le plus classique est le ¢beumain). Il possede un rythme chaotique. Si ce

rythme atteint I'équilibre (le point), I'individusé meurt !

3.3.2.5. L’entropie

Les sciences de la complexité ont davantage experconcept d’entropie qui prend

désormais trois grandes dimensions.
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C’est la physique statistique qui inventa le cgacé’entropie, dans la seconde loi de la
thermodynamique, mesure le gain de chaleur. De pbite seconde loi de la thermodynamique a
formalisé mathématiquement l'irréversibilité paramncept (Le Mehautét alii, 1998). L’entropie

est un bilan concernant la variation d’une fonctitétatS suivant I'équationdS = dS, +dS , ce qui

signifie que la variation & due a I'échange d’énergie et de matiere entreystese et son
environnement, et la variatiorfgdue a la création ou a la disparition d’entropiesain du systéeme.
Si dS est strictement positive alors on a a faire a waesformation irréversible spontanée ou
I'entropie croit de maniere strictement positivé.dS est nulle alors on a une transformation
réversible. Enfin, il faut remarquer qui skast nulle alors le systeme est isolé.

Lorsque & est strictement positive, I'entropie devient unesore du désordre, suite a la
perte d’énergie. On peut alors formugetelle que :

S =-kInW
ou W est le nombre de configuration atomique possiblesygsteme ek une constante (celle de
Boltzmann pour un gaz par exemple). La thermodygasmmontre que I'état le plus probable dans
le monde est le désordre. Autrement dit, « I'eriggapesure la quantité de hasard présente dans un
systeme » (Ruelle, 1991, p. 137).

Claude Shannon transforme I'entropie en une gigadiinformation :

| =-KkInM
avecM le nombre de messages possibles en bits. De @lasde Shannon démontre grace a cette
formule que I'état le plus probable de I'informatiest le bruit !

En géographie, «I'entropie spatiale » reste adnatéprécisément. Cependant, sa forme
mathématique sera identique aux équations précgdemte variablé/ a définir, une variable de
mesureM et une constante

V =-kinM
Avec la théorie de la relativité d’échelle, il ggissible d’identifier une telle relation, du moins
hypothétiqguementV pourrait correspondre a la distancevet la résolution. Ce qui revient a dire
gue, si toutes les échelles sont présentes abmgdpie est maximale, et inversement, si quelques
échelles sont présentes alors I'entité considérse ceganisée. Fondamentalement ['ordre
morphologique que nous permet de comprendre laithde la relativité d’échelle est un ordre des
gammes d’échelles. Ainsi, il existerait ce que kemtiNottale appelle des « échelles de coupure ».
A partir d’'une échelle minimale, I'objet existe pbssede une morphologie descriptible, tandis
gu’'au-dela d’'une échelle maximale, I'objet n’exiptas : il n’a plus de morphologie propre c’est-a-

dire qu’il se trouve englober dans une autre stinegblus grande ou plus petite selon les cas.
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Yvon Gauthier résume bien I'évolution du concejgnttopie. « Le concept d’entropie est
apparu dans la théorie de la chaleur pour ensaiegp a la théorie de I'information et revenir a la

théorie probabiliste des systemes dynamiques (&rges) » (Gauthier, texte pdf).

3.3.2.6. L’attracteur

Le concept d’attracteur est flou puisque, commdittdames Stewart (1998, p. 162), il s'agit
de tout et de n'importe quoi du moment que toubpverge. Toutefois, cette convergence se réalise

au sein d’'un espace des phases (ou de configurafiorcorrespond a la mise en corrélation de la
.. . , N dx L. o .

position et la vitesse, c’est-a-dire entret e Plus généralement, il s’agit de faire correspendr

une variablex avec la dérivée de cette variaklpar rapport a une autre grandeur. Ainsi, un espace

des phases en échelle correspond a la mise efatioméntrex et , c’est-a-dire la variable

dineg
et la dérivée de cette variablepar rapport au logarithme de la résolution. llsexiquatre grands
types d’attracteurs : le point, le cercle (ou ifEsk), le tore et le chaos.

L’attracteur exprime I'état d’'une dynamique. Cealles’exprime soit en termes de stabilite,
soit en termes d’instabilité. La stabilité maintiaim systeme dynamique dans son état: une
perturbation ne modifierait pas son fonctionnemeat.stabilité peut étre illusoire car le systeme
peut évoluer dans le temps mais a l'état d’équlidrinstabilité regroupe tous les cas ou la
perturbation modifierait la dynamique du systemem@ient évaluer le résultat d’une perturbation !
On choisit un état de référence arbitraireméntomme attracteur. Soit une perturbatigt) telle
queX(T) = Xs + x(t). Il existe quatre solutions possibles au senlsyd@ounov : le cas stable, le cas
asymptotiquement stable, le cas de l'instabilitéleetcas localement stable, mais globalement
instable. Cela est mesuré par le nombre caradtgrestie Lyapounov.

Il existe deux types de temps possibles: le tempplynomial (celui de la théorie
algorithmique de l'information ou le temps exponentLyapouvov). On définit le nombre

caractéristique (ou exposant) de Lyapounov tel:que

1
1_a
T
ou r est appelé le temps de Lyapounov qui donne unenme® I'horizon de prévisibilité. Plus il

est élevé, plus la dynamique du systeme est stable.

-47 1202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007
Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

3.3.3. Les fractales

Le terme « fractal » vient de I'adjectif latfractus (fracture) et du verb&angere (briser).
Etymologiquement, fractal veut donc dire fractiofoe fracture.

La géométrie fractale est un des outils qui pemeetmesurer le chaos, ou plutét qui essaye
de le quantifier. Cependant, elle peut étre coméa@l&€omme une maniere de voir le monde,
indépendante du chaos. C’est pour cela que chaagi@t fractalistes expriment les mémes idées,
mais n’ont pas la méme priorité. Les premiers énidla dynamique des systémes, les seconds
étudient la structure des systemes (Stewart, 1298)8).

Traditionnellement nous utilisons, pour décrire fermes que nous voyons la géométrie
euclidienne composée par les figures classiquess(azercle, triangle, polygones divers...). Depuis
une trentaine d’'années, la géométrie euclidienm& gue la premiére géométrie non euclidienne, la
géométrie riemannienne (début XXiecle) ont été englobées, dépassée par la deegéométrie
non euclidienne : la géométrie fractale (année®NIelle-ci étudie toutes les formes irréguliéres,
ou qui nous apparaissent comme telles. «Les femctgont des objets — qu’ils soient
mathématiques, dus a la nature ou dus a 'homme&onappelle irréguliers, rugueux, poreux ou
fragmentés, et qui, de plus, possédent ces prépradt méme degré a toutes les échelles. C'est dire
gue ces objets ont la méme forme qu’ils soientdaipres ou de loin » (Mandelbrot, 1997, p. 33).
Notre réflexion nous conduira a corriger cette mi@bn.

Le principal outil est ce que I'on appelle la dim®n fractale ou plutét les dimensions
fractales qui présentent la particularité d’étrefgia non entiéres. Rappelons qu’Euclide et ses
successeurs avaient défini les dimensions mathguegticomme étant strictement entiéres : la
dimension zéro correspondant aux points, la dinoenane aux courbes, la dimension deux aux
surfaces et la dimension trois aux volumes. Depisa ajouté a ceux-ci I'espace-temps a quatre
dimensions d’Albert Einstein et I'espace-temps thih@ cing dimensions de Laurent Nottale. Ce
concept de dimension au sens d’Euclide ne pouwgierdant définir que des figures que nous
gualifierons de régulieres, créées généralementlggarhommes oubliant que la nature aime
lirrégularité. Ainsi, les dimensions fractales ¢jfiant tous ces objets oubliés. Il s’agit d’'un
« nombre qui quantifie le degré d’irrégularité et fdagmentation d’'un ensemble géométrique ou
d’'un objet naturel, et qui se réduit, dans le cas abjets de la géométrie usuelle d’Euclide, asleur
dimensions usuelles (Mandelbrot, 1975, p. 155). Ce mémoire préseriteralativité d’échelle de

Laurent Nottale qui est une extension de la théonathématique de Benoit Mandelbrot.
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3.4. Conclusion de la partie

Tenter de comprendre la complexité, c’est d'alibadtcepter de renoncer partiellement aux
guatre préceptes de René Descartes, mais surtdie e a la dichotomie de la logique formelle
d’Aristote. C’est prendre conscience que notrersgea ses limites et qu’elle n’est pas inébranlable
Ce n’est qu'une forme de croyance raisonnable, wesgnifie qu'elle peut se tromper. La
géographie a participé de pres ou de loin a cesitsiélBans vraiment faire entendre sa voie.

Comment peut-on faire entrer la géographie dansdiesices de la complexité ?
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4. Géographie et échelles

Si peu de géographes se reconnaissent dans éegexide la complexité, il n’en demeure
pas moins que la géographie a été précurseur datmriaine. En effet, le géographe sait tres bien,
et ce depuis I'école vidalienne, qu’observer uraespyéographique au 1/50 000 n’est pas la méme
chose qu'observer le méme espace au 1/100 000erAeft dit, intuitivement, le géographe
constate que « I'information dépend de I'échellaguelle on la percoit ». Cependant, quel est le
lien profond entre I'information et I'échelle ?

L’analyse spatiale a tenté de clarifier les cotEeiespace et d’espace géographique.
Cependant, elle n’a pas rejetée la notion d’échklgsession de trouver la bonne échelle pour tel
ou tel espace géographique demeure au coeur dgysargographique en général.

L’échelle choisie va également influencer la lenitaturelle ou anthropique. Par exemple, le
tracé de la frontiere de la France ne sera pasélmersi I'on est a 1/50 000 ou si I'on est a
1/1 000 000 ! Pourtant, il s’agit bien de représefd France sur l'interface terrestre. Autrement d
la précision du tracé est une notion d’échelle daahlongtemps, la géographie s’était plus attardée
sur les problemes de projection, mais elle avaitscence de ce qu’elle avait appelé « I'effet
d’échelle » c’est-a-dire le fait de gagner ou dedpe de l'information géographique en passant
d’'une échelle a une autre. Quel est le lien erdpaee et échelle ?

La géographie gagnerait donc a étudier les liete échelle et limite ou, plus exactement,
entre échelle et morphogenése. Un outil permetlantaire le lien entre échelle et limite existe
déja: il s'agit de la géométrie fractale bien adie¢ Cependant, il faut, au préalable, construre |

géographie en tant que science autonome, et nsrspience carrefour.
4.1. Construction de I'espace géographique et de I'olijetla géographie

4.1.1. Construction de la démarche scientifique en gédugap

La premiére étape consiste a définir des varialdasplus exactement des grandeurs qui
vont servir de quantifications des mesures faitegg@graphie. C'est un exercice extrémement
difficile qui suscite de nombreux tests, mais aurtdte nombreuses déceptions et vexations. Cela
étant, une fois la relation découverte, il faudrehercher des corrélations entre ces grandeurs.

Autrement dit, il faut rechercher un modéle mathttgue traduisant cette corrélation. On
peut dés lors étudier analytiguement ce modélea Gahsiste d’abord a étudier la fonction définie
par le modele, ce qui en soi n'est pas tres ddficCependant, il faut également trouver la caese d

cette fonction, ce qui est moins évident. Celaasedgrace a des outils mathématiques comme les

-50/202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007
Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

éguations différentielles. Toutefois, il n'est page qu'il faille construire de nouveaux outils
mathématiques pour trouver cette causalité.

Enfin, il faut conclure par la construction thépre de ce que I'on a observé en pratique,
mais surtout, par l'interprétation qualitative ddte ou ces relations. Ces relations permettraent d’
établir d’autres purement théoriques. Cependalas @ourront aussi étre invalidées, auquel cas, il
faudra rechercher une nouvelle écriture mathématjpur faire face a ce que I'on a observé de

contradictoire.

4.1.2. Construction des principes premiers de la géogeaphi

Rappelons qu’un principe est une proposition gei fait pas remonter a d’autres
propositions appartenant au méme domaine sciemgifigl n’est ni démontré ni démontrable.
Autrement dit, une fois pose, il reste parfaitenréfiitable et contestable. Il s’agit ici de présent
les principes de premier ordre qui sont, par diédinj « les principes logiques que I'on peut déeluir
par induction et que I'on ne peut pas vérifier @xpéntation avec certitude ». lls obéissent au
dilemme d’Agrippa : ou bien la connaissance estiéensur des principes premiers, mais arbitraire,
ou bien on ne trouve pas de tels principes etumearégression a l'infini, ou bien la justificatiest

circulaire.
4.1.2.1. Les principes premiers philosophiques

4.1.2.1.1. Le principe de causalité

Le principe de causalité a été formulé par Arestditexprime I'idée que toute cause entraine
un effet, et que tout effet trouve son origine dans cause. Depuis, I'approche systémique a ajouté
a ce principe, la causalité circulaire ou l'effettraine de nouveau la cause qui I'a produit. Ce
principe a pour corollaire le principe de certitudsi jai les conditions initiales A alors
jobtiendrais B. C’est une certitude ! De plusfalt précise que le principe de causalité s’exprime
dans un cadre évidemment déterministe.

Le principe de causalité est extrémement simpleaismcomment respecter
mathématiquement ce principe ? La mathématisatiopricicipe de causalité a été tres difficile. Un
certain Isaac Newton a eu l'idée de relier ce ppmade causalité a la théorie mathématique de la

dérivabilité et de la difféerentiabilité. Il faut da un premier temps revenir sur la définition d’'une

. : L df . . .
fonction f et de sa fonction dérivée [oud—j. On appelle fonctiorf une relation ou chaque
X
élément de I'ensemble de départ posseéde au plusnage dans I'ensemble d’arrivée. On suppose
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F(x)- f (%)
X=%

admet une limite finie lorsquetend vers<. La fonction dérivé€ permet de connaitre la variation

quef est définie au voisinage dg. On dit quef est dérivable emp si le quotient

de la fonctionf. En effet, sif’ est positif sur un intervalle | alofsest croissante sur I. $i est
négatif sur un intervalle | aloffsest décroissante sur I.fsiest nulle sur un intervalle | alofsest
constante sur | (Bourbaki, 1961 ; Schwartz, 19Bass, 1964 ; Cartan, 1967 ; Martin, 1967 ; Bass,
1968-1971 ; Smirnov, 1969 ; Ayres, 1972 ; Flory749Ayres, Schmidt, 1978 ; Dameron, 1994-
1997 ; Pham, 1996).

Dans tous les problemes pratiques, on corfhajtii est le modele mathématique que I'on
évalue statistiguement dans la plupart des cagesgnt dit,f’ est la conséquence (ou I'effet) du
comportement de la fonctidnEn effet, quel que soit le phénoméne étudié,seos ne peuvent en
percevoir que la conséquence, c’est-a-dire, déj@,interprétation particuliere qu’il faut ressemtir
Il faut donc déterminef. Pour ce, il faut utiliser les méthodes de l'imgn. Intégrer ou trouver
une primitive, on consiste a trouver une foncti€(®) qui a pour dérivée la fonction de dépfart
C’est le calcul intégral qui va permettre de traues fonctiond possibles. En effet, cette méthode
ne permet malheureusement pas de trouver une ufogaeéon f, mais de déterminer la forme
générale de cette fonction avec des parametrealaeg\pour obtenir la solution de notre probléme.
Cependant, il est trés difficile de trouver dessedités « simples ». Tres souvent, il faut réirgégr
la fonctionf pour trouver une cause plus profonete, Le probleme de la cause premiére s’exprime
donc ici de la maniére suivante : ou doit-on arré@iatégrer ? En physique, il est extrémement rare
de dépasser la « primitive seconde ». L'archétybdaetrajectoire : a partir de conditions initegle
on détermine I'accélération, on l'intégre : on détime alors la vitesse, on integre de nouveau et on
trouve la position. La cause premiere de cet exemgll donc la positioxpar rapport au temps

La, entre en scéne les equations différentieltas gelectionner des fonctions dans cette
infinité qui permettent de coupler plusieurs causesffets c’est-a-dire plusieurs fonctions dérsvée
et/ou primitives. Aussi, un outil pratique a été&dnté par Isaac Newton et Gottfried Wilhem
Leibniz : le calcul différentiel. Il n'est pas fé&ide comprendre de prime a bord ce qu'il signifie.
Cependant, on peut dire que c’est une sorte demésile lintrigue. En effet, en une ligne
d’équation, on résume le ou les effets observédgpau par les causes déterminées. Par exemple,

pour les fractales, nous verrons dans la quatrigamiée que I'équation de base

J o
dL =bx+a < L=1L, 1+(i] oud=D-D; ou£=1+(ij
dine £ L, £
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exprime l'idée que la cause de la fractalité expanpar une fonctio. quelconque, est la
dépendance d’échelle de cette fonction exprimédegagarithme népérien de la résolutigrc’est-
a-dire de I'étalon servant a effectuer la mesuréchelle devient donc par cette équation simple,
cause de la fractalité, et plus généralement, lusrrons par la suite, des phénomeénes chaotiques
et quantiques. La dimension fract&ledevient un paramétre de contréle de la manifestale la
fractalité, élément que vous ne trouverez pas Bleemit Mandelbrot, par exemple. Toutefois, cette
meéthode pose le probleme de la cause premierenaginématiquement, on pourra toujours trouver
des dérivées ou des primitives. A un moment, itlfawdonc s’arréter et admettre que I'on a trouve,
du moins provisoirement, la cause profonde de a lgun a observé. En physique, il est rare
d’avoir plus de deux dérivations de la méme fonrctio

Il existe de nombreux autres outils mathématiguespermettent de respecter ce principe,
mais aucun n'a la puissance du calcul différenkel.effet, 'expression cause — conséquence dans
une unique équation permet de comprendre et diejfesrune dynamique. Aussi, la découverte des
fractales et la « découverte » du chaos avaientmisil cet outil. Dans le cas des fractales, la non
différentiabilité est une caractéristique, donc Expuations différentielles ne semblent pas a
premiere vue s’appliquer. Pour les phénomenes ichuss, les équations differentielles perdent leur
« causalité-effet » dans la mesure ou leur résdiatent imprévisible. Nous verrons par la suite
que la théorie de la relativité d’échelle permetétablir ce principe, donc qu’elle a le pouvoirlde

maintenir en géographie.

41.2.1.2. Le déterminisme

Il ne faut pas confondre le déterminisme et Issakté. Le déterminisme apparait vers 1820.
Il s’agit de comparer le monde a une machine. Lierdénisme est appliqué a l'univers. On
confond également le déterminisme patrtiel et siéigné du postulat méthodologique qui consiste a
isoler un groupe de phénomenes pour en décousrloig, et le déterminisme universel qui est une
hypothése métaphysique impliquant une prise detiposiotalitaire, étrangéere a la science. Le
déterminisme partiel et scientifique postule lavimi®ilité et s’'oppose a une certaine conception
meétaphysique du hasard. Le déterminisme univetisehaotre intuition de la liberté, en réduisant
toute activité a des interactions mécaniques.

Le déterminisme au sens strict de Pierre-Simoracapimplique la connaissance de toutes
les conditions initiales et de toutes les intemadi agissantes. Cependant, il est impossible de
connaitre la totalité de celles-ci. Autrement lditgdéterminisme absolu n’a pas de sens. La vésité e

devenue relative.
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4.1.2.1.3. Le principe de la raison suffisante (Leibniz)

Le principe de la raison suffisante s’énonce denklmiére suivante : « toute proposition
analytique est vraie ». Autrement dit, il suffit dermuler un phénoméne par une fonction
mathématique pour qu’il devienne vrai. Il repose dlautres principes comme celui de la
continuité ou de non contradiction. Le principe man contradiction s’exprime de la maniére
suivante : « il est impossible qu et sa négation soient vraies en méme temps ». dtglae
'exemple du rapprochement entre le principe desgkig et la théorie mathématique des dérivées
et des équations différentielles.

4.1.2.1.4. Les principes téléologiques

hY

Contrairement, a ce que l'on lit trop souvent, gescipes ne sont pas nés avec la
systémique. lls sont parfois tres anciens (Molk91)9 Pour répondre a un souci de clarté, ce
mémoire ne va développer que le principe de moimgtBon ou d’économie ou principe
variationnel (1744) de Pierre Louis Moreau de Matye.

Le principe de moindre action constitue un desstpuemiers principes téléologiques
formulés dans la science. Il s’exprime de difféesnanieres, tant d’un point de vue littéraire que
d'un point de vue mathématique. Tout commence daedéfinition d’'une action. L’action
correspond a une quantité de travail ou a une énemgltipliée par une durée (temps) ou a une
impulsion multipliée par une longueur (espace)té€gtandeur est construite a partir des différentes
variables qui définissent un systeme dynamiqueiud@ des valeurs extrémes qu’elle peut prendre
permet de raisonner sur I'évolution du systeme id@ns.

Pierre de Fermat, vers 1650, avait formulé le peerincipe minimum en remarquant que
la lumiére voyage toujours d’'un point a un autregrenimisant son temps de trajet. Cependant, c’est
bien Pierre Louis Moreau de Maupertuis qui géngeatie principe. Pour ce dernier, I'action est
€gale au produit de la masse d’'un corps par I'espad!| parcourt et par sa vitesse. Ainsi, « les
phénomenes naturels adviennent de maniére a mariheiproduit m.v.s. de la masse, la vitesse et
la distance » (Odifreddi, 2004, p. 50). Des loespiincipe de moindre action peut se formuler de la
maniére suivante : « dans les changements quirgedféms I'état d’'un corps, la quantité d’action
nécessaire pour produire ce changement, est ladneogu’il est possible » c’est-a-dire les chemins
les plus simples, les plus directs et les pludigaafes ». En 1788, Joseph Louis de Lagrange trouva
une expression mathématique générale formulantide pénéralement possible ce principe.
Toutefois, ce principe s’est heurté a la mécaniquantique dans laquelle il ne semblait plus

respecter. C’est Richard Feynman qui formula lssieer quantique du principeia ce que l'on
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appelle la « méthode de l'intégrale de chemin »jodwd’hui, ce principe a eu tendance a se
généraliser dans d’autres disciplines que la plugsapmme en économie ou en géographie.

4.1.2.1.5. Le principe de relativité (Galilée, Einstein, Pang&, Nottale)

Le principe de relativité s’énonce de la mani@r@ante : « les lois de la nature doivent étre
valides dans tous les systemes de reférencedéreméel), quel que soit leur état » (Einstein189
in Nottale, 1998, p. 7). Le systeme de référencéeesysteme de coordonnées. Ainsi mesurer une
position entraine une différence entre au moinx gmints. De méme pour le mouvement, seule
une différence de vitesse a un sens, jamais uessé@tabsolue.

La relativité est un principe de la physique moéequi existe depuis Galileo Galilei qui a
découvert que « le mouvement est comme rien »|@@aln Nottale, 1998, p. 7). « Le mouvement
ou le repos n'ont aucune existence propre, seul sens le mouvement d’'un corps relativement a
un autre. Seules comptent les relations deux a detme les objets, non leurs propriétés absolues,
qui sont dénuées de signification physique » (Nmtte098, p. 7).

La relativité restreinte a été découverte indépenmdent par Henri Poincaré et par Albert
Einstein. Elle établit que I'on peut mesurer 'espat le temps avec la méme unité. D’ailleurs,
depuis 1985, le Bureau international des poids esumes ne sépare plus l'unité de I'espace et
'unité du temps ; ce n’est qu’'une seule unitéatafs.

La relativité générale montre que « la gravitatiGexiste pas en soi, mais que son existence
méme dépend du choix du référentiel » (Nottale,8192 70). La gravitation devient relative.
« Albert Einstein a été amené a postuler que haitgtaon et la géométrie ne sont finalement qu’'une
seule et méme chose. C'est précisément a un telcénqu’arrive finalement la théorie de la
relativité générale, en identifiant les effets degtavitation aux manifestations de la courbure de
'espace-temps » (Nottale, 1998, p. 75).

Galileo Galilei, Henri Poincaré et Albert Einsteint créé une relativité du mouvement. Un
objet peut étre en mouvement dans un référentighetobile dans un autre. C'est le cas de tout
passager d’'une automobile qui est en mouvementapaiort a la route mais pas par rapport a la
voiture.

Cela étant comme le note Laurent Nottale : « Urs $aucoup plus général peut étre donné
au principe de relativité, grace a une extensioladmtion de systéme de référence » (1998, p. 89).
Ainsi faut-il distinguer le principe de relativitées théories qui ont été construites a partirude |

« L'idée est que le principe de relativité ne slappe pas seulement au mouvement, mais a toutes
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les grandeurs qui caractérisent I'état (lequetagburs relatif) du systeme de référence » (Nettal
1998, p. 89).

Avant Albert Einstein, I'espace et le temps sooha deux espaces distincts : I'un a trois
dimensions, l'autre a une dimension. Aprés Albarsiein (1956 ; 1990), il n’'y a plus gu’'un
espace-temps a quatre dimensions plat (espace-temptdien) ou courbe (espace-temps
einsteinien). Avec Laurent Nottale, on essaye daidaine relativité d’échelle, c’est-a-dire une
cinquiéme dimension expliquant la fractalité degtsh

Cela étant, le principe de relativité pose quddesfondamentales de la nature sont uniques
et qu'elles s’appliquent dans tous les cas et tautes les situations. « Ce qu'il exprime, c’es¢ qu
le monde est un » (Nottale, 1998, p. 94). En linix & deux des entités il établit une cohérence et
une unité du monde.

Toutefois, il ne faut pas confondre relativismeedaitivité. Le relativisme est un cliché posé
par la postmodernité qui consiste a dire que teutedatif. Par contre, « ce qu’affirme le princige
relativité, c’est qu’il existe certaines grandeyarticulieres, caractérisant I'état du systéme de
coordonnées, grandeurs qui ne peuvent jamais éfneies de maniére absolue. En un sens plus
général encore, on peut dire que ces grandeuisegalinterface entre nous et le monde extérieur,
sur lequel nous voulons effectuer des mesures #tdldp1998, p. 103). « La relativité consiste en
fait en une recherche de l'universel a traversamadyse du relatif » (Nottale, 1998, p. 104).

4.1.2.2. Les principes mathématiques

Selon Blaise Pascal dab I'Esprit de la géométriec’était la géométrie qui devait étre le
support des mathématiques. Il reprenait I'idée dblée selon laquelle le monde « est écrit dans le
langage des mathématiques ».

Depuis les choses ont un peu changé, le supperndthématiques est devenu la théorie des
ensembles, et non plus la géométrie. En effety €ivait une théorie mathématique que le néophyte
devrait chercher a comprendre, sans nul douteudirait que ce soit la théorie des ensembles, ou
plus généralement la théorie axiomatique sur ldguepose toutes les mathématiques modernes.

C’est Georg Cantor qui en a posé les jalons. Apréis des querelles, ce fut finalement la
théorie de Zermelo-Fraenkel (ZF) qui fut retenuenc® base axiomatique de la théorie des
mathématiques. Par la suite, Kurt Godel et Paule@ptieux logiciens, vont définir les modeéles de
la théorie des ensembles. Ces modéles sont ngesssar ils permettront de cadrer les futures
théories géographiques. « A cause du théoremeadfip®tude de Kurt Gédel, il faut abandonner

tout espoir de montrer que la théorie des ensemm@esomporte pas de contradiction » (Krivine,
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1988, p. 1). Cela signifie qu'une théorie géogrgpbi fondée sur des démonstrations
mathématiques sera valable dans la limite du maatédembliste sur lequel elle est construite.

41.2.2.1. La théorie des ensembles ZF

On appelle la théorie des ensembles ZF (Zermedetikel) les cing axiomes suivants :
* l'axiome d’extensionalité ;
* l'axiome de la somme (ou de la réunion) ;
* l'axiome de I'ensemble des parties ;
* le schéma d’axiomes de substitution (ou de rempiacé) ;
* l'axiome de l'infini.
Généralement, on y ajoute I'axiome du choix. LatleéZF devient alors la théorie ZFC qui est le
modele ensembliste le plus courant. Pour le délmilces axiomes, il nous faut renvoyer a la
bibliographie (Krivine, 1988 ; Gauthier, 1997).
Les axiomes de la théorie des ensembles expriraergit, les propriétés que I'on impose a

la relation binaire « appartient a » considérée.

4.1.2.2.2. Les principes admis, mais discutables

Les concepts de quantité et de qualité sont esteriEn mathématique, on utilise les deux,
méme si le concept de quantité I'emporte. On trodes théories qualitatives en topologie, par
exemple, d'ou découle la théorie des graphes. Qaidatquantité, elle est liée a la théorie de la
mesure qui permet de compter les choses.

A cela s’ajoute I'hypothése de la continuité qust dourde de conséquences en
mathématique. La continuité est privilégiée papmapa la discontinuité car elle est plus simple a
mettre en ceuvre. Par exemple, toute la théorie é&gmtions différentielles repose sur elle.
Toutefois, comme I'écrivait René Thom (1991), ilist& deux maniéres de voir un segment: il

s’agit soit d’'un nombre infini de points cote aeddoit d’'un trait.

4.1.3. L'intuition de I'espace et du temps

Pour mesurer cette intuition d’aprés Emmanuel Kiamious faut un référentiel c’est-a-dire
une origine par rapport a laquelle nous allonsnitéfa notion de distance dans I'espace, celle de
durée dans le temps et celle de temps prdares un espace-temps qui correspond a I'horloge

interne d’'un systeme donné.
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4.1.3.1. L’espace

Le concept d’espace est aussi flou que celui aypse Qu’est-ce que I'espace ? A une telle
guestion, le bon sens répondrait par un gallicismé’espace, c’est..». En réalité, il n’en est rien.
Etymologiqguement, le termspazeapparait au Xfl siécle avec la signification de « moment ».
Jusqu’au XVf siécle, il avait le « sens d’espace-temps ». Lalanité va séparer I'espace du
temps, et mettre ce dernier en avant. Le templ#estune cause efficiente. « La nature de I'espace
est énigmatique parce qu’il semble d’'une part ptrer les choses étendues I'extension méme qui
fait qu’elles sont, mais parce qu’il semble augee &n lieu vide dans lequel on peut mettre les
choses étendues » (Bachelet, 1999, p. 3). Il egstix conceptions de I'espace : « I'espace désigne
une qualité topologique du monde des objets médési€Bachelet, 1999, p. 3) et « I'espace est le
réceptacle de tous les objets matériels » (BaghEd0, p.3). Dans la premiére conception, « on ne
peut concevoir d’espace sans objet matériel » (@ath1999, p. 3). Dans la seconde conception,
« un objet matériel ne peut étre concu gu’en tani gxiste dans I'espace » (Bachelet, 1999).
Autrement dit, « I'espace apparait alors comme rgaité qui en quelque sorte transcende le
monde matériel » (Bachelet, 1999, p. 3). Cettdioitamontre la complexité a définir ce qu’est un
espace. Il est soit abstrait, soit tangible, auesans limites. En conclusion, « le concept d’espac
doit étre concu dans la multiplicité si et dansnlesure ou, dans un espace, on peut en mettre un
autre qui ne se confond pas avec le premier partleeq differe par un ou plusieurs propriétés »
(Bachelet, 1999, p. 3).

Si on fait le point sur quelques définitions tréas dand.e Robert(1970), dans l&ocus
encyclopédi€1972) et dans IPetit Larousse en coule(£989), on se rend facilement compte que
le terme « espace » est trés ambigu, polysémigaiedéBnition est trés vague. La situation de
'espace est historiqguement plus problématique cplee du temps, puisque le terme a de toute
époque été compris comme ayant plusieurs dimensidois que la complexité du temps n'a été
découverte qu'a la fin du XXsiécle, au début du XXlsiécle! Toutefois, deux notions
apparaissent. Ce sont celle de I'« étendue » k& dell’« infini ». L'infinitude de I'espace supp®s
gue l'espace peut étre non délimité. L'espace metéiendue infinie, et le Larousse ajoute, « qui
contient et entoure tous les objets. » Cependaétmensi I'espace est infini, on peut toujours
travailler sur une portion d'espace, qui est unétexmdue limitée a un certain nombre de
dimensions », dans laquelle on peut mesurer «iceégare deux points, deux lignes, deux objets. »
Cette mesure nécessite une géométrie qui intrachet métrique et la notion de distance, qui
permettent d’évaluer un écartement entre deux @od® qui montre toute I'ambiguité du terme,

puisque cette définition peut correspondre a uervialle de temps. L'espace peut étre une
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« étendue dans le temps », ce qui est nécessaiog, 3n ne pourrait pas mesurer le temps. D’ou
I'idée de préciser la définition du terme soit parépithéte, soit par un complément du nom. Ainsi,
chaque discipline a pu définir son espace. Surmbrdasi la difficulté lexicologique du terme
« espace », mais cette notion, comme celle de te@spsoujours controversée aujourd’hui. Peut-on
avec I'avancée scientifique actuelle proposer w@fmition du terme en lui-méme ?

On peut diviser les espaces en trois classesesfeces mathématiques (abstraits, construits,
objectifs) que I'on peut établir avec des réglesiofmes et théoremes), les espaces tangibles,
matériels, explorés et explorables et les espasgshplogiques. Le premier est un ensemble de
points muni d’'une structure, le second et le teois sont des expressions, des manifestations de
cette étendue, c’est-a-dire de ce que nos sensneriIssent.

Nous allons nous intéresser plus particuliereraemtespaces mathématiques. Parmi eux, il
y a d’abord les espaces vectoriels qui possedaninimité de dimensions entieres, dans lesquels
s’appliguent des mesures. Le deuxiéme type esit delllespace topologique qui ne posséde pas de
métrique, mais établit un rapport de position redatentre les différents points des structures
composant cet espace. Pour Henri Poincaré, I'egsidercément géométrique. Ce type d’espace a
cing propriétés. « Il est continu. Il est infini.al trois dimensions. Il est homogene, c’est-a-dire
tous ses points sont identiques entre eux. Il sstrdpe, c’est-a-dire que toutes les droites qui
passent par un méme point sont identiques engs. ell

Cet espace mathématique permet de définition Ktipo d’'un point par rapport a un
référentiel auquel il est lié. Celui du référentie) est I'association :

(1) d’'un point O invariant appelé origine ;

(2) d’'une base formée aevecteurs fixes dans (R).
Par défaut, I'espace désignera toujours un espagielien a trois dimensions, (, k). Au-dela, on
parlera d’hyperespace comme l'espace-temps. Ceicesposseéde quatre dimensions. Il a été
inventé par Albert Einstein lorsqu’il a résolu léquations de la relativité générale. Il crée un
espace-temps, renouant ainsi avec le sens étymabmglu terme « espace ». Aujourd’hui, avec
Laurent Nottale (1998 ; 2000), on arrive a un esgamps fractal, c’est-a-dire un espace a cinq
dimensions, la cinquieme correspondant a la dimarfsactale (variable).

L’espace est infini par définition. Il existe deumanieres complémentaires de définir

mathématiquement I'espace : par les distances é¢pangles.
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4.1.3.2. Le temps

Le temps est un concept polysémique. Chacun chexctéfinir le temps, et ce depuis la
Haute Antiquité, mais il est instable, éphémeérersaloomment le définir ? Généralement, on
cherche d’abord a le mesurer. Ainsi, partout suetee, les hommes ont cherché tous les moyens
pour réussir a mesurer de la maniere la plus méquissible quelque chose qu’ils ressentaient.
Pourquoi cette quéte s’est-elle poursuivie de teips et en tout lieu ? Tout simplement parce que
le temps est lié a I'existence de I’'homme. On wibslle temps et grace au temps. Quand il s'arréte,
c’est que I'étre est mort. La définition du ternmst aujourd’hui toujours vague. Toutefois & partir
des connaissances techniques de notre civilisagdaines « réponses » ont été trouvées. Le temps
est-il oxymore ? Il est «évident et impalpablewsubstantiel et fuyant » et « familier et
mystérieux » (Klein, 1995, p. 9-10), continu etodistinu, linéaire et cyclique. Krzysztof Pomian
souligne, lui, que « le temps est lui-méme un otgatporel » (Pomian, 1984, p. XIV). Comment
alors mettre de l'ordre dans le temps ? « Le tenggslie toujours d’étre identifié aux phénomeénes
gu'’il contient. Or ce qui s’écoule datestemps n’est pas la méme chose que le tempsé@mam
(Klein, 2004, p. 16). « Le temps est consubstaiatiemonde : rien ne peut advenir ni persister en
dehors de lui » (Klein, 2004, p. 47-48).

Le repérage et la mesure dans le temps sont pficsles a définir que pour I'espace. Il est
constitué par I'association :

(1) d'un instant d’originet) ;

(2) d’une unité de durée associée a un compeeterdps.
L’instant correspond & une « position » dans leptenba durée est la mesure d’un intervalle de
temps séparant le début et la fin d’'un événementa date est une durée qui sépare l'instant
d’origine a I'instant de fir,.

L’instant posséde un début et une fin. Il estdatg borné. Sa seule représentation est
réalisée par une géométrie (droite pour les phénemdinéaires, cercle pour les phénomenes
cycliques). La question du temps peut étre abomi&edeux facons: soit au travers d’une
perception, soit en fonction d’'une rationalisatiba. perception est a la base de priori kantien.

Elle conduit a I'idée de déroulement, d’évolutidke, sens oudle fleche du temps ; autant de choses
qui restent encore largement subjectives. La géisagon du temps est a la base de sa
rationalisation a partir d'une norme (la seconde ggeemple), d’un point initial (la naissance de
Jésus Christ par exemple) et d’'une structure tqpgle ordonnée (avart apres, 1 — t, — ty)

gue 'on rapproche d’une structure causale (cawseonséquence) depuis Guillaume d’Ockham
(vers 1280 — vers 1348). C’est ainsi que I'on puatquer le paradoxe de Stephen Hawking au sujet
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des rapports entre le temps et I'espace. En effee temps ne serait en quelque sorte qu’un
accident de I'espace » (Prigogine, 1996, p. 23424)s « nous avons besoin d'une fleche du temps

pour rendre compte de la vie intelligente » (Prigeg1996, p. 24).

4.1.3.3. L'espace-temps

La théorie restreinte d’Albert Einstein (1905) rtrenque I'espace et le temps ne sont pas
distincts d’un point de vue de leurs coordonnéagreinent dit, 'espace dans lequel nous vivons
est un espace a quatre dimensions dans lequekenese peuvent en percevoir que deux, et ou la

troisieme n’est qu’'une mise en perspective réalsed’intermédiaire de notre cerveau.

4.1.3.4. Les sept symétries de l'espace-temps (ou princpeNdether ou théoreme de
Noether)

Les sept symétries de I'espace-temps ont été fésaypar Emmy Noether en 1915. En
géomeétrie, il s’agit d’'une « transformation qui deange ni la forme, ni les dimensions d’'une
figure ».

 La symétrie de translation dans l'espace correspanth conservation de
limpulsion (quantité de mouvement).

 La symétrie de translation dans le temps correspdnid conservation de
I'énergie.

* La symétrie de rotation dans I'espace correspofad Gonservation du moment
cinétique (angle).

La formulation de ces sept symétries signifie trieemps et I'espace sont homogeénes : il
n'y a pas d’origine. De plus, il n’y a pas de direc privilégiée : 'espace est isotrope. Il eshlute
rappeler ces quelques définitions élémentaires earrelativité d’échelle, on va retrouver ces

guantités dans I'espace des échelles.

4.1.3.4.1. L’impulsion
L'impulsion est une grandeur vectorielle a trosmposantes. Il s’agit de la quantité
conservée par rapport a I'espace lors d’un déplaoer’apres la loi de Newton,
2
ma=m(3T;(2=F
c’est-a-dire

F= mg[%j e mP=mv = [*Fat
dt \ dt dt Y
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. . . ‘- . t;
on appelle cette quantité impulsion qui est forradéit parl =mV , soit | :J't Fdt

Elle correspond donc au produit de la force patdivalle de temps pendant lequel elle agit.
Autrement, pendant un intervalle de temps infimmés ct, I'impulsion élémentaire d’'une forde
est le vecteuFdt. Entre deux instantg et t,, I'impulsion totale est la somme des impulsions
élémentaires.

FAt =Al Fzﬁzﬂg - FAXIAIg:VAI
At Ax At At

donc
FxAx=V xAl
or le produitF x Ax = Fdx est appelé le moment d’une force.
La force peut donc se définir comme la dérivéd’idgoulsion par rapport au temps. En

effet, on sait que :

Fdx=V xdl F[%jw[d_'jszv - F:(d_'j

dt dt dt
F=(S)
dt

4.1.3.4.2. L’énergie

donc

L’énergie est une grandeur scalaire. Il s’agitadguantité conservée dans le temps. D’aprés
les physiciens, I'énergie interfieou la mass# de tout systeme isolé ou inertiel ne varient pas e
fonction du temps s’il n'y a pas d’apport ou dea#td’énergie (ou de masse) ou de chaleur de
I'extérieur de ce systeme. Mathématiquement, ceh@é&h s’énonce ainsi :

LE _AM _
At At
C’est le principe de conservation de I'énergie djoa peut écrire sous forme d'une équation
différentielle :
9E _dM _
dt dt
Soient un déplacement élémentaiké,de travail d’'une force W et la forceF, on définit :
dwW =FdM .

Par contre, le potentiel énergétiquee calcule par rapport a I'espace. On dit qu’umeef~
dérive d’'une énergie potentielle s’il existe unediony telle que :
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o= {39, 9)
ou [ est le vecteur gradient.
Pour tout déplacement infinitésima¥idon a :
dwW =+FdM =-dy .

La variation de I'énergie potentielle est égaletevail effectué par une forceF qui
equilibre & chaque instaft, pour amener I'objet déplacé d’'une origine arbigr® au pointM.
Cette énergie est potentiellement disponiblévenil suffirait de laisser la particule revenir €n
pour récupérer la méme quantité d’énergi).

Enfin, il faut retenir que la dérivée du potentigbar rapport a la positiandonne la force.

d _
adx

4.1.3.4.3. Le moment angulaire

Le moment angulaire est une grandeur vectorielleods composantes. Il symbolise la
conservation des angles. Il possede la méme définque le moment d’'une force lors d'un
déplacement, sauf qu’au lieu d’avoir une distancea un angle.

M=Fxg¢
Cet anglep définit ce que I'on appelle I'orientation dans espace a trois dimensions. Le moment

angulaire possedgrosso moddes mémes propriétés que I'impulsion.

4.1.3.4.4. Le principe de Curie

Un principe pratique sur les symétries a été foerpar Pierre Curie. « Si une cause présente
une certaine symétrie ou invariance, alors sont effea la méme symeétrie, a condition que la
solution du probléme soit unique ». Les élémentsyteétrie agissent sur les directions des grandes

vectorielles, tandis que les invariances agisaaries variables dont dépendent ces grandeurs.

4.1.3.5. L'échelle

Entre donc en ligne de compte un autre phénomaaecgnnaissent bien les géographes.
C’est celui de I'échelle. Classiquement, en gédgegmn considéra qu’a certaines échelles, c’est-a-
dire en fonction de certaines tailles, de certaiivgaux, se structurent des cohérences, voire des
formes, qui peuvent ensuite étre mises en relai@t d’autres entités d’échelle difféerente, plus

grande et dans ce cas la seconde organisatiomesiitée dans la premiere, ou plus petite et dans
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ce cas la premiere est englobée par celle plug \isteloppée a petite échelle (Forriez, Martin,
2006).

Tout objet géographique est donc forcément encadiré deux échelles: une échelle
inférieure a partir de laquelle I'objet n’est plabservable et une échelle supérieure a partir de
laquelle I'objet se dilue dans un espace plus vdséxhelle entendue comme rapport de taille
permet donc d'articuler une discontinuité fondarantdans le sens ou elle fixe une condition
d’existence de I'objet géographique étudié. Cattaddion d’existence est liée a sa cohérence.

Il est possible d’aller au-dela de ces relatiomsndboitement et d’englobement qui mettent
en jeu des états fixes et des rapports entre fitats en introduisant la logique de la dimension
fractale. Celle-ci est bien connue maintenant (Ma2003, 2004, 2005, 2006). Elle consiste a
porter une attention aux rapports entre échelles étblir un formalisme qui rende compte de la
facon dont le développement dans l'ordre des ézhedle réalise. Les dimensions fractales,
« plurifractales » ou multifractales en rendent ptan

On voit donc bien ici que la réflexion géograplEget que la pratique des géographes
auraient pu étre considérées comme une premienodm de ces questions. Il n’en est rien,
semble-t-il, mais cela n'implique pas moins quecldture géographique prépare d’'une certaine
facon a une pensée qui met en ceuvre une logiquéalFa Certes il est clair que certains
formalismes qui la caractérisent sont difficilegnaitriser pour qui n’est pas mathématicien mais
cela n'exclut en rien que soient intégrées, darmsulaure géographique, les idées essentielles que
véhicule cette forme de pensée. C’est ce a qua@ nous essayerons ici en limitant autant que faire
se peut le recours a tel ou tel formalisme.

Dans une fractale déterministe, le développemans dordre des échelles est infini que ce
soit vers les petites ou vers les grandes éch&iass la nature, les constructions s’affronterd a |
matérialitt du monde et le développement dans rkordes échelles est limité a une gamme
d’échelles patrticuliere par ce que 'on nomme gaéleénent des échelles de coupure (Martin, 2005)
qui sont d’'une part en relation avec les limites dbjets, et d’autre part avec les délimitations de
champs académiques. Ainsi a une certaine grandell&cltelle du cristal, passe-t-on de la
géomorphologie a la cristallographie. De méme pone échelle trés petite passe-t-on de la
géographie qui a comme objet d’étude l'interfacestdre, & la cosmologie qui traite semble-t-il de
bien des mondes étranges.

Localement, les objets qui ont été déployés setoprincipe récursif fractal sont des objets
d’échelle. Il faut bien voir gu’ils sont définis pane structure dont l'idée sous-jacente est simple

(rapports entre les échelles) alors qu’ils se dothrge voir comme des objets complexes ou
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compliqués. Complexes parce qu’ils exhibent degnpités particulieres (non dérivabilité par
exemple) ; compliqués parce que les décrire au mdgemots nous conduit inexorablement a des
formulations poétiques, a des images, a des oxygn@&a étant, les objets fractals sont totalement
ubiquistes et la logique fractale est universelle.

La théorie de la relativité d’échelle permet dhtier cet ordre scalaire comme étant
mathématique, ou plus exactement géométrique. mané dit, les discontinuités inférieure et
supérieure ne sont pas dues au seul hasard. tié den une partition déterminée et déterminable.
C’est pour cela que doit étre mis en place le goindéespace fractal, remplacant celui d’objet
fractal. On verra par la suite que I'échelle vaatew avec la théorie de la relativité d’échelle une
variable primaire au méme titre que I'espace &trieps.

4.1.3.6. Conclusion partielle

Au final, nous pourrions faire remarquer que tedés notions liées au temps, a I'espace et
aux échelles sont définies de maniere suffisamrgénérale pour étre reprises telles quelles en
géographie. Aussi, est-il besoin de les transpdaes notre discipline ? La question est posée.

Cependant, d’'un point de vue méthodologique,ghaiisi de ne pas modifier ces définitions
dans un premier temps. Par contre, toutes lessagiteedeurs sont des constructions mathématiques
permettant de résoudre des problemes dans unescsgecifique. L'archétype est la notion de
masse, ou encore celle de force. Ainsi, les massgdrajectoires, les dynamiquedtc. sont des
grandeurs physiques qui, a la différence de latiposide I'orientation, de I'instant, de I'impulsip

du moment angulaire et de I'énergie, devront éd@ptees en géographie afin d'y prendre un sens

géographique.

L'espace Le temps L'espace-temps

Distance Angle
La grandeur primaire Position Orientatioh Instant emps propre
La grandeur conservative associée Impulsion Moment  Energie Impulsion
angulaire Energie
Moment angulaire

Les types de variables Vecteur Vecteur Scalaire Quadrivect8ur

Figure 7. Comparaison des différentes grandeurdiales, temporelles et spatio-temporelles.

Pour ne pas brller les étapes, ce tableau sexeefégnt complexifié a la fin de la seconde

partie en introduisant la notion d’échelle.

® Ici, le vecteur est, par défaut, un vecteur Stdiinensions, matérialisant les trois directiongespace euclidien.

® Le quadrivecteur est le nom particulier donné ecteur de I'espace-temps, possédant quatre contpesan
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4.2. La position de la géographie

4.2.1. La définition de la science géographique

La géographie, rappelons-le, a pour projet d'exmr les morphologies déployées sur
l'interface terrestre et celles produites par celyiDauphiné, 2003, p. 148 ; Martin, 2004b, p..23)
Par définition, ce projet la fait correspondre & @gience spatiale. Autrement dit, le projet de la
géographie est d'étudier les propriétés d'un espatatif et les processus qui contribuent a
différencier les lieux. Dans ces processus, ilapgtant ce qui est de I'ordre de la représentatian q
ce qui de l'ordre culturel, ce qui est de l'ordre pghysique, letopos et ce qui est de l'ordre
anthropologique ou sociétal. C’est donc I'étudeadeobilité de (et sur) I'interface terrestre.

Selon Paul Ricceur (2000), la géographie doit mektrI'ordre dans I'espace. Qu’est-ce que
'espace géographique ? Depuis la naissance damode I'analyse spatiale dans les années 1960,
la question est restée polémique. L'adaptation ddaines lois de la physique a l'espace
géographique pose probleme car il n’y a pas de oémepsion profonde des principes dont elles
découlent. Ainsi, dans de nombreux cas, cela ab&ukes problemes conceptuels importants, voire
a des contradictions par rapport au projet de teyigphie.

Pourquoi la géographie a-t-elle besoin d'une dkéfim spatiale ? Tout simplement parce
gue, des ses origines les plus lointaines, la g@bge s’'est intéressée au rble de la distance datre
deux objets géographiques. Cependant, Paul Cl208l13] rappelle que plus on avance dans le
temps, plus le r6le de la distance devient complexe

Un objet géographique est une forme localisée tlaggace géographique, c’'est-a-dire sur
I'interface terrestre. Cette forme possede unelikatéon précise, une matérialité, un champ et une
dynamique. Cette forme a deux origines : soit ali&té créée par ’'homme, soit elle est d’origine
naturelle. Elle se déploie généralement dans uacesp cing dimensions : la longueur, la largeur, la
hauteur, le temps et I'échelle. L’échelle doit &brés ici au sens de « résolution », de taille, de
rapport de tailles. De ce fait, la géographie #et-ta science des structures spatiales ? La
géographie posséde-t-elle des lois spatiales ?

La géographie répond a quatre questions. Ou ssnthoses ? Comment les structures
spatiales se sont-elles générées ? (Le « commen®puels sont les rapports de positions ? (Le
« pourquoi ou ? ») Peut-on instrumentaliser lesméw spatiales? (Le «a quoi sert la
géographie ? ») L'un des problemes est que la gpbgr ne possede pas de théorie de la forme,

c’est-a-dire de théories expliquant la formatios diescontinuités spatiales.
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42.1.1. Le champ phénoménal

La géographie signifie « description de la terréSelon la nature des phénomenes, on
distingue la géographie physique, la biogéograpdtiel’anthropogéographie. La géographie
physique regroupe la géodynamique, la géomorphmlota climatologie, la météorologie,
'océanographie, I'hydrographie et la glaciologi€anthropogéographie est composée de la
géographie humaine, la géographie historique, lapgiéique, la géographie sociale et la
géographie économique. La géographie étudie latittpa de certains phénomeénes a la surface de
la terre et des causes de cette répartition. Laadétutilisée par les géographes a tres tot ék cel

de la systémique.

4.2.1.2. Le champ théorique

Comme toutes les sciences humaines, il est tieg@a

4.2.1.3. Le champ ontologique

Son champ ontologique concerne aussi la réalita gderception que les hommes ont de leur
espace. La géographie semble aujourd’hui développux champs d’investigation : un champ
phénoménologique, qui préne une analyse socialejnethamp mathématique, qui prébne une
analyse spatiale. Les deux approches sont comptaires) en méme temps elles s’opposent. Elles
sont donc ago-antagonistes. En cela, la géographiea étre plus en accord avec une pensée qui
cherche a dépasser la modernité, avec une peassentsderne. C’est peut étre ce qui lui conférera

demain son utilité sociale.

4.2.2. Les principes géographiques

Il s’agit ici de proposer quelques éléments dendéfn des principes premiers qui seraient
spécifigues a une démarche géographique, et decezlain vieux débat soulevé @éopointde
1980. Les principes géographigues ne sont pas affissiés que ceux de la physique. Aussi, il faut
formuler les principes géographiques sous formeukestions qui doivent étre résolues avant de
traiter un probléme géographique. La recherche rdeipes géographiques est de passer de la
guestion « comment ou ? » & « pourquoi ou ? ».l0% pela permettrait de résoudre partiellement
le probleme de I'idéologie qu'il peut y avoir déme la quantification. La mathématisation de ces
principes permettrait de faire progresser la condisation de la géographie car l'invention de

nouvelles structures mathématiques modifiera lésrtbs géographiques (fig. 8).
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AEIOMmES

principes - formes mathématiques

\;/

concepts

/F\\V

théorie géographique théorémes

théorie mathématique

Figure 8. La théorie géographique.

42.2.1. Le principe de continuité et finitude

L’interface terrestre est-elle continue ou disoarg ? Est-elle finie ou infinie ? La réponse a
ces questions reste difficile. C’est plus une qaadde choix méthodologique.

Traditionnellement, I'analyse spatiale présenitgdiface terrestre comme étant infinie. De
plus, I'espace est discontinu. Une discontinuitéues rupture apparaissant dans I'espace ou dans le
temps. L'espace est riche en discontinuités deesosibrtes, marquées par des interfaces, des limites
et des frontieres. Les discontinuités peuvent:é{t¢ franches, brutales (une frontiére, un mur...)
ou (2) progressives, ménagées (une transition,merge, une marche, une plage. Il existe deux
types de discontinuités : les discontinuités exegeprovoquées de I'extérieur et les discontinuités
endogenes, produites par le processus lui-méme, lgpaionctionnement du systeme, sans
intervention directe de I'environnement. Dans dmbreux cas, les discontinuités apparaissent dans
'étagement des phénomeénes géographiques en altittal discontinuité endogene rétablit une
forme de continuité 1a ou I'on voit souvent unetwrp inexplicable ou jugée exogene. D’apres
Roger Brunet, I'espace géographique comporte qugitnedes sortes de discontinuités : (1) toutes
celles qui sont associées a I'approximation, auagas ; (2) toutes celles qui résultent du jes de
principales lois de I'espace ; (3) toutes les Igyde contact (ou interface) ; (4) toutes les limmde
contrées qui marquent le passage d’'un systemebkpatn autre.

Toutefois, on se rend bien compte aujourd’hui bjuéerface terrestre est finie. C’est une
évidence géométriquement. La terre présente unefacsur « sphérique ». Cependant,
paradoxalement, 'homme ressent cet espace géaguaplie maniere infinie, or l'interface
terrestre n’est qu’'une bande coincée entre le rarge'atmospheére. Elle reste un espace continu.

Cependant, bien gu’ayant cette qualité, elle esditipanée par des discontinuités anthropiques et
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physiques. Comment émergent de telles discontm@itées processus spatiaux ont toujours été
envisagés de maniére purement descriptive soidearmodeéles discursifs soit par des modéles
mathématiques. Pour ces derniers, il n'y a jamaiséellement d’analyse, au sens mathématique
terme. Pourquoi ? La réponse est simple : aucuih meitpermet de quantifier et d’analyser ces
processus spatiaux. Nous verrons par la suite qa&poir nous est permis grace a l'analyse
fractal€ qui tentera de montrer que la discontinuité émergeontinu.

Enfin, si la Terre présente une surface finie fatequelle les Hommes ne peuvent rien, sauf
s’ils parviennent, un jour, a organiser des voyadgesplanétaires ou intergalactiques. Les fronts
pionniers vont donc disparaitre. Nous sommes alars une logigue complétement paradoxale
d’infinité reposant sur la surface, alors que, rfemtément, nous sommes en réalité dans une
logique finie. Dés lors, comment organiser autremnteefierre ? Il n’y a plus qu’une seule solution :
c’est conquérir I'espace des échelles (terrestresiui est réellement infini, dans la mesure anl’
pourra toujours créer un niveau intermédiaire mlusmoins pertinent. Il faut souligner que la
géographie a tout de méme été pionniere dans issnrements d’emboitement d’échelles et
d’effets d’échelle. Elle a montré que la seule raenid’organiser les territoires, au sens tres large
du terme, a I'heure actuelle était de favorisgrdeenariat des différents acteurs qui intervieh@en
différentes échelles. Autrement dit, un nouveawogtfpionnier » se met en marche : la conquéte,
ou plus précisément, la maitrise des échelles.

Cependant, la conquéte des échelles ne concensd’'whique géographie. La découverte
des fractales a ouvert un important champ trangadiisaire qui montre que tous les phénomeéenes
naturels et/ou anthropiques prennent des formetafes issues de dynamiques chaotiques, qui ont
été démontrées par Laurent Nottale comme étanttades. Méme si ces courants tendent a
s’essouffler aujourd’hui, il n’en reste pas moinsilg ont mis en évidence toute sorte des regles
d’échelle. Ce mémoire se propose d’aller au-delaeake approches a la lumiere de la relativité
d’échelle de Laurent Nottale.

Pour conclure, 'Humanité, si elle veut surviuéura pas d’autres choix que de se partager
les maigres ressources de notre planéte, mais, alesssiommencer & apprendre a vivre avec la
Nature, surtout dans les sociétés occidentaleseszeal ont des lors une énorme responsabilité : il
faut qu’elles admettent que le modele tant admaréde nombreux pays en voie de développement,

est le pire qui soit pour I'avenir de I'espéce himeaEn effet, certains spécialistes avancentdidé

’ Attention. Il ne faudra pas confondre I'analysacfale et 'analyse des formes fractales. La premesat une véritable
analyse au sens de René Descartes qui est appéléeanon standard fractale. La seconde est urfeoohgtanalytique

particuliére qui permet de « mesurer » les formastdles.
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gue si la planéte entiére vivait en suivant les sgmses et coutumes que I'Occident, il faudrait
deux ou trois planétes pour survenir a la demanoleatp. Il est donc urgent de modifier notre
approche de la gestion des territoires. Le géograjeiendrait alors le porte-parole et le chercheur
par excellence de cette nouvelle philosophie dudepsurtout a 'heure de la mondialisation.

Définir un principe de continuité et d'infinitudersit donc le bien venu en géographie.

4.2.2.2. Le principe d’anisotropie et d’hétérogénéité

Il s’agit de notions mathématiques précises. dg@rsignifie que toutes les directions sont
égquivalentes. L'espace isotrope est un espace id@aldissymétrique, non orienté, non différencié,
qui est parfois introduit dans la réflexion théoeqdes économiste&.contrarig anisotrope signifie
gue toutes les directions ne se «valent » pasgdagraphie est contrainte de poser au départ
I'anisotropie de son espace, méme dans la modélisat

Homogeéne signifie de méme origine. Un espace hemm@st défini par des parties qui se
ressemblent, ou forment un tout, quelles que sdent origines. Par contre, hétérogene signifie
qui a une autre nature. L’espace hétérogéene déseggai fait de parties de nature différente et peu
liee, ce qui manque d’unité. Le choix est plusaidli

Toutefois, en géographie, on étudie les deuxeRample, pour les automates cellulaires ou
pour les systémes multi-agents, I'espace de dégarsotrope et homogene. Puis, progressivement,
il devient anisotrope et hétérogéene. Un probléemist@mologique se pose alors sur l'origine de
cette anisotropie de I'espace géographique : @oitlépart, il était isotrope et homogene, soitaiité

anisotrope et homogene dés le début (ce qui eginodable, mais reste possible).

Aussi, il est difficile d'ériger en principe géeghique les notions de continuité-
discontinuité, de finitude-infinitude, d’isotropasisotropie et d’homogénéité-hétérogénéité. Il nous

faut, comme la physique, étudier I'espace géogopeha la lumiére des couples possibles.

4.2.2.3. Le principe d’interaction (ou des actions récipresju

Le mouvement est une variation au cours du tengp$adposition. Il s’oppose au terme
statigue qui désigne les positions fixes. La meslwrenouvement s’effectue par la vitesse, elle-
méme mesurée par l'accélératidncontrario en géographie, la position des lieux est « fixaais
le temps s’écoule, a quelques exceptions prés cdmagrive des continent ou I'abandon d’un lieu
par 'lhomme.

A l'origine, la dynamique désigne la physique desces et des accélérations. Elle se

décompose en deux : la cinématique qui étudie keverent et la statique qui étudie immobilisme.

-70/202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007
Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

Le but des lois de la dynamique est de déduiredavement des corps a partir de la connaissance
des forces s’exercant sur eux et des conditiortgles du mouvement. La dynamique part de
'axiome suivant : tout changement de lieu se pitagiquement dans le temps. Autrement dit, tout
mouvement est un changement continu de lieu aucpreéspond des valeurs du temps variant
d’'une maniére continue. Les trois lois de la dyrmaraiont été formulées par Isaac Newton. La
premiére loi d’'lIsaac Newton énonce le principe’eitie. La seconde loi d’'lsaac Newton précise
que, dans un référentiel galiléen, la somme deseforextérieursest égale a I'accélération
pondérée par la masse.

L’action se définit par le fait que des objetsrerat des forces les unes sur les autres, et les
forces sont des causes de déformation, de mouvesuetd propagatiorA contrariq L'interaction
se définit par des actions réciproques. L'intemcts’exerce soit par un contact direct, soit a
distance. Si deux corps A et B sont en contacttiba de A sur B s’accompagne toujours de
laction de B sur A que les corps soient immobiles en mouvement. Autrement dit,
mathématiquement, lorsqu’un corps A exerce surarpscB une forcd= de A sur B, le corps B
exerce une force de B sur A telle quEa_g = - Fs_a.

Ce principe a été importé en géographie par Pedggétt (1973) pour étudier l'interaction
spatiale entre deux lieux, sans toutefois défiaiga’était un lieu ! Le principe d’interaction peztn

d’étudier I'arrangement entre les lieux.

4.2.3. L'espace géographique

L’espace est un concept flou. Si nous partons dacipe qu’il existe un espace
géographique, comment le définir ? Quel est soérént? Il est amusant de constater que la
géographie, aujourd’hui, articule le concept d’pae » avec celui de « territoire », ce dernier
terme étant défini par le premier. En effet, unitigre est un espace non approprié. Cependant,
avec cette approche, le probleme reste entier. Smfie le mot « espace » ? On ne le sait pas.
L'unique certitude est qu’'un espace n’est pas witd@e. La deuxiéme solution qu’a proposée la
géographe a été d’expliquer le terme « espace wrpépithete ou un complément du nom, ajouté a
celui-ci. La difficulté lexicologique est une nolieefois contournée par un stratageme. Cependant,
toutes les autres disciplines possédant un aspatiais ont fait de méme. Ainsi, bien que, devenue
science de I'espace dans les années 1960, la ghognaa jamais défini clairement son concept

fondamental.

8 Les forces extérieures sont les forces sortasydtéme, tandis que les forces intérieures sorotess entrant ou

évoluant a l'intérieur du systéme.
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L’espace permet d’éclaircir la notion d’espacemantravers le concept de distance qui en
est sa mesure. L'espace, dans cette perspectivpussment géométriqgue. C'est aussi I'espace
matériel. Enfin, I'espace est une étendue sur lsmse déploient des phénomenes. Il est donc
cartographiable, d’ailleurs représenté comme tell@&enaissance ! On constate que trois éléments
sont toujours présents dans I'espace : la surfaddrpite, le point, méme si, depuis peu, on essaye
d’y introduire le volume comme avec des modeles érigmes de terrain. Cependant, c’est par la
combinaison de ces éléments que résultent les sndgd’espace. Toutefois, 'espace n’est pas
'espace geéographique. L'espace géographique rengoune approche sociale et spatiale de
'espace. Il permet de comprendre les répartiti@sles organisations) spatiales. On voit tout de
suite que l'idée d’espace géographique s’opposédéeld’étendue car c’est bien la société qui, en
fonction de ses projets et de ses possibilitéanigaks, transforme de I'étendue (espace) en espace
géographique. L'espace géographique est un touplexa formé a la fois d’éléments visibles
comme les lieux, les réseaux et les espacementbéléments invisibles comme tout ce qui est
social. Cependant, I'espace géographigue n’estupasnsemble de lieux. C'est une somme de
connexion entre les lieux. Autrement dit, ce sestihterrelations entre les lieux qui constituant |
structure de I'espace géographique.

L’'analyse spatiale est I'école de la géographieeggsaye de comprendre ces interrelations
en essayant de les modéliser par des lois. Cetigogition revient a dire que la position dans
'espace n'est pas neutre. En effet, il existe d&otures de I'espace géographique : I'espace
support et I'espace acteur. L'espace support esipdice des structures et des organisations
spatiales, tandis que I'espace acteur est I'esgaserelations entre les lieux et des ensembles de
lieux. A travers I'analyse spatiale, on recherche méthode et une formalisation de la géographie.

prodinit

Société Espace
Eléments anthropiques Eléments spatiaux

contraint

Figure 9. Schéma fondamental des relations entsnaété et I'espace.

La figure 9 montre que le rapport entre I'espacéaetociété est double. (1) L'espace permet de
dégager des régularités et des lois spatialesaignémt la société. (2) La société permet de dégage
les attributs contraignant I'espace. L'espace ga@ulggue serait donc un potentiel que les acteurs et

agents réexaminent et réévaluent continuellemefdresiion de leurs besoins et leurs aspirations.
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La localisation est toujours le point de départtdete étude géographique. Un objet
géographique est localisé sur I'interface terresine peut alors définir I'espace comme étant une
somme de lieux. Ces lieux sont plus ou moins biennectés entre eux par des voies de
communication de nature différente. lls peuvent édrrestres, aériens, aquatiques, subaquatiques
ou virtuels... Ces chemins d’accés matérialisent fomme que I'on appelle réseau. Les lieux
peuvent étre considérés comme des variables oind@sants grace a leur position relative. Une
dynamique propre a ces différents lieux expliceétec variation séquentielle. La notion temporelle
expliquant pourquoi et comment tel ou tel endroété& connecté avec tel ou tel autre. « L’espace
[...] n'obéit pas au sacro-saint modéle du centreleela périphérie, mais il s’organise selon le
modéle du réseau ; c’est un « tissindgus», une chaine aux mailles fluides. L’'espace rpastun
pole avec des marges, c’est une route ; avec uat @tlplus loin un infini. Le paysage reproduit
cette image et la société s’ordonne sur elle » rfiaeais, 1998, p. 400). L'espace est un systeme
plus ou moins complexe ayant une morphologie. Dandictionnaire critique de Roger Brunet,
'espace géographigue « est I'étendue terresthisédiet aménagée par les sociétés en vue de leur
reproduction. [...] I comprend I'ensemble des lieet de leurs relations. [...] L'espace
géographique est donc a deux faces. Il est unmagstie relations et un produit social organisé, I'un
des nombreux produits de I'activité sociale. »

Le but principal de I'espace géographique estmligwer « pourquoi cet élément est la et
pas ailleurs ? ». La position dans I'espace n'@stcdpas neutre. L'espace est une cause a part
entiére. C’est par essence une question topologigoer la résoudre en partie, il faut étudier la
position des points les uns par rapport aux autresterme « point» ne convient pas a la
géographie. Il faut lui préférer «lieu » ou « asitdp qui induisent une notion de surface, de
volume, d'étalement, et des formes qui leur sonpms. La, intervient la notion d’échelle, quelle
est I'échelle la mieux adaptée pour décrire un ph#@me ? L'échelle dans laquelle le géographe
doit se placer dépend de ce qu’il veut montrerddit par conséquent avoir un sujet ou une
problématique, qui doivent s’articuler a des édseHifférentes. Telle ou telle échelle expliquant
mieux les problémes posés. L'échelle représentierdgat le niveau d’existence d’'une forme. Elle
consiste a faire émerger des bornes, des limitesgreant visible ou invisible telle ou telle forme

terrestre.

4.2.3.1. L’'approche classique de I'espace géographique
Classiquement, I'analyse spatiale sépare I'esgds®lu (géographie physique), I'espace

relatif (géographie physique et géographie soceti€espace vécu et percu (géographie sociale).
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4.2.3.1.1. L’espace absolu

L’espace geographique d’Emmanuel Kant est débimme absolu c’est-a-dire un support.
Dans cette perspective, I'espace est indépendalat matiere. « L'espace absolu est un cadre dans
lequel s’inscrivent des objets et les événemeriBailly, Béguin, 1982, p. 59). Cet espace permet
de quadriller la terre en suivant un systéme dedmmeées globalement sphériques (courbe), mais
localement rectangulaire (non courbe). C’est uneception géométrique de I'espace. Cela a pour
conséguence de transformer une position en un,peéntui rend possible la jonction entre ces
points, soit par un arc, soit par un segment, redi aéfinir une distance. Il est également possible
d’obtenir un ensemble fermé a partir d’au moinsstfints grace a la théorie des surfaces et du
plan (base de la cartographie). Enfin, il est giegie créer un volume a partir d’au moins un point
a l'extérieur d’'un plan dans lequel se trouve undage (modeles numérigues de terrain, images
véristesetc).

Dans ce cadre, « le lieu est alors considéré coommint de la surface terrestre défini par
sa latitude et par sa longitude » (Bailly, Béguif82, p. 59), ainsi que son altitude. On pourrait
ajouter le temps car, dans de nombreux cas en ggugr la position reste fixe mais le temps
continue de s’écouler au sein de cette positiotteQkfinition du lieu est bien sQr trés restrietiv
Nous Yy reviendrons.

Dans la définition kantienne, « I'espace est alome catégorie sans substance : il est un
contenant et la substance est un contenu. En g#ograela équivaut a distinguer la localisation
(définie par un langage spatial comme celui desdmmées) des propriétés du contenu (définies
par un langage de substance) » (Bailly, Béguin21p859). Cet espace permet donc de répondre a
une des problématiques de la géographie, commuailéedis avec la cartographie : « ou se localise

tel ou tel élément ? ». L’espace absolu est dohg des structures et des organisations spatiales.

4.2.3.1.2. L’espace relatif

L’espace relatif est 'espace dans lequel s’apiite principe d’interaction spatiale. « Dans
cette optique, I'espace (et son élément le lielsin’plus seulement définissable par des
coordonnées mais également par des propriétéhatma@ des substances (au sens philosophique).
L’espace devient a la fois le contenant et le ammtec’est I'espace dit « relatif ». » (Bailly et
Béguin, 1982, p. 59). L'idée n’est pas neuve en saila retrouve également chez Emmanuel Kant.
« Le monde est le substrat et la scene ou se @dmjdu de notre habileté » (Kant, éd. 1999, p. 67
Autrement dit, un lieu est « davantage qu’une siniptalisation, davantage qu’une latitude et une

longitude » (Bungen Balilly, Béguin, 1982, p. 59) et qu’une altitudée§& donc I'espace acteur.
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4.2.3.1.3. L'espace percu et I'espace vécu

Dans les espaces percu et vécu, on étudie psysieme des acteurs agissant sur cet espace.
« Le sens des lieux dépend des pratiques socitldssevécus psychologiques comme le montre
Armand Frémont (1976) » (Bailly, Béguin, 1982, i).6Armand Frémont a défini trois types de

régions : la région fluide, la région enracinétaeatgion éclatée (fig. 10).

Région Vécu
Fluide Sans attachement des hommes
Enracinée Liens profonds avec son environnement
Eclatée Espaces fonctionnels
Réseaux

Figure 10. Typologie de la perception des régioiapies Armand Frémont (1976).
« Un lieu, quel gu’il soit, n'est rien pris en-4méme ; il est porteur de sens par ses relations

avec d’autres lieux, d’autres hommes. Les axesdiile de monde régional sont sélectionnés a
travers nos représentations qui renvoient auxques sociales et spatiales. L'image d’'une région
d’un lieu, correspond & un espace percu ; desllétgde des représentations est fondamentale pour
la compréhension des comportements spatiaux »YBB#&guin, 1982, p. 61). Cela a été étudié a
travers les cartes mentales par exemple.

Toutefois, dans ces approches, I'espace n'esppasn compte. En effet, ce n'est qu'un
support neutre, passif, dépourvu de tout réle dafsnctionnement du systeme. D’ailleurs, jamais
dans un systéeme les variables spatiales sont misesmpte. L'espace géographique est donc un
potentiel que les acteurs et les agents réexameteréévaluent continuellement en fonction de
leurs besoins et de leurs aspirations, généraleaerggard des dynamiques et des potentialités des
autres territoires. Cette dynamique incessante uibadd’éventuels repositionnements des lieux et
des objets dans le systeme. Ainsi, sont nés leémgs dits spatiaux.

Généralement, on considere qu’un systeme spatialresysteme présentant une dimension
spatiale. Ce systéme permet I'étude la connexidre des lieux. Autrement dit, 'espace est une
partie prenante de la dynamique de systeme. L'espsicalors découpé en unités spatiales dont le
nombre et la forme varient selon le type de spasiibn retenu comme la grille a maille carrée. En
réalité, il s’agit plutdt d’un systéme localisé ddiespace géographique car le propre d’'un systeme
est d'étre a-spatial. On note alors un problémeceptuel important. Un « systeme spatial »
présente une certaine forme de non sens. En affesystéme est a-spatial : il concerne I'énergie
(constante par rapport aux temps), l'informatiotagnatiére. Dans ce cadre, I'espace géographique
est un support, et non un agent, ce qui présendeaporie par rapport au projet de l'analyse

spatiale. En effet, quand il y a projection d'upase quelconque, il y a projection d’'un systeme
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d’intentions (contrbles). L’espace est donc corispar I'acteur. L’espace devient territoire d’un
acteur des qu'il est pris dans le rapport sociatdemunication. Il n’existe qu’en fonction des
visées intentionnelles de I'acteur.

A contrarig I'espace géographique est par définition « aésgijue ». Il ne peut pas y avoir
de temps. En effet, d’aprés Roger Brunet (198Qinecorganisation spatiale peut se définir comme
un ensemble plus ou moins cohérent de lieux miekation. Cet ensemble est a la fois différencié
et intégré en aires et réseaux dans lesquels ancues flux ». Les systemes spatiaux se
caractérisent par deux éléments: (1) la dualitéeefihomogénéité et I'hétérogénéite ; (2)
l'interaction spatiale des lieux. Un nouvel intép@ur la localisation et les variations dans I'espa
se dessine dans bon nombre de discipline des ssiesuciales. Quels sont les liens entre les
particularismes locaux et la connexion entre lesxi? Telle est la question fondamentale de cette

approche.

4.2.3.2. L’'approche axiomatique de I'espace géographique

Georges Nicolas-Obeda propose trois axiomes pouyebgraphie (1980, p. 56-57). (1)
L’axiome chorologigue s’énonce ainsi « peut étreggéphique tout objet (matériel ou immatériel)
qui différencie I'espace terrestre ». (2) L'axionue situation est le suivant: «peut étre
géographique, tout objet (matériel ou immatérielya&pport spatial avec un objet situé (totalement
ou partiellement) en un autre endroit de a surtacesstre ». Enfin, (3) I'axiome chronologique
précise que « peut étre géographique tout objetémmel ou immatériel) dont les rapports non
exclusivement spatiaux s’accorde avec des suceessibservées ». Toutefois, celle d’Antoine
Bailly et de Hubert Béguin reste la plus célébre.

Pour Claude Raffestin (1980, p. 136-145), « esgmphique toute relation qui différencie
'espace terrestre » (p. 138).

D’apres Antoine Bailly et Hubert Béguin (1979 ;829 p. 58-75), I'espace géographique
reposerait sur quatre axiomes.

(2) Il existe un ensemble de lieux n&é

(2) Il existe une longueur métrigde définie surS.

(3) Il existe une mesure de superfigigdéfinie sur §, By).

(4) Il existe une mesure de magsdéfini sur § Ba) pour touti 01 .
Par leurs quatre axiomes, les auteurs on t powctibpe « représenter des réalités géographiques
par des concepts mathématiques » (Bailly, Bég@821p. 67).
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Bien que la bonne volonté des auteurs n’est pastire en doute, leur axiomatisation n’en
est pas une. Tout simplement parce qu'il 'y a aaciegle mathématique dans leur définition de
'espace géographique. A la rigueur, il s'agit dengipes premiers. En effet, le premier axiome
n’'est pas satisfaisant pour deux raisons. La premast qu’il ne définit pas ce qu’est un lieu. La
seconde est qu’il ne définit pas ce gu'est un ebsmnml'axiomatisation reste une procédure
extrémement rigoureuse. Elle ne peut pas se peardtlaisser des concepts sans définition. Le
second axiome renvoie au principe d’interactiortiafga Les auteurs définissent cet axiome par une
longueurL et une métrique (non négativité, symétrie, idéntnégalité triangulaire). Ce ne peut pas
étre un axiome car longueur et métrique reposenusea théorie mathématique qui posséde ses
propres axiomes ! Il s’agit au plus d’'un outil. pkis, la définition de la métrique est euclidienne,
or il semblerait qu’'une métrique fractale soit beaup plus d’adapter au discours géographique. Le
troisieme axiome essaye définir I'étendue spatible. sous-ensemble de lieux posséderait une
certaine étendue spatiale. Pour cela, il faut wpericie notée 4] et une mesure d§ notéeBa.

On peut formuler la méme objection que I'axiome.r28 effet, la superficie renvoie a la théorie
des surfaces qui, elle-méme, posséde ses progmsesx Le quatrieme axiome se veut ajouter des
attributs ou des caractéristiques des lieux (leamtenu). Il distingue deux attributs : I'attribut
simple qui renvoie a un scalaire et I'attribut cars@ qui est une fonction d’attributs simples. Un
attribut simple est notéld1 . Il possede une dimensi@) munie d’'une unité convenant &t une
mesure non négativg® définie sur & B,) et qui prend ses valeurs ddhs L3, il y a une confusion
profonde entre axiomes, théorie de la mesure eablar mesurée. Autrement dit, le quatrieme
axiome n’en est pas un.

L’axiomatique proposée est donc insuffisante etpeeit pas étre considérée comme
axiomatique. D’ailleurs, les auteurs le reconnaisselontiers : « qu’il soit bien clair que la
proposition de définition qui vient d’étre présant@est pas la seule possible ni nécessairement la
meilleure. La recherche reste largement ouvertg,it@st vrai que la théorie géographique tatonne
encore et éprouve parfois quelques difficultés adémcher du verbalisme qui I'a longtemps
habitée » (Bailly, Béguin, 1982, p. 69). Toutefdiaxiomatique n’est pas intéressante pour définir
'espace géographique car I'axiomatique est uneaidéne ou I'on pose un ensemble de régles
mathématiques sans chercher a les comprendrediideence des principes premiers. Aussi, ce
mémoire va présenter comment fonder la géograpinides principes premiers. Préalablement, de

nombreux principes ont été présentés, mais lesgbelsir pour définir la géographie.
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4.2.3.3. L’approche par principes premiers

Il s’agit ici de proposer une définition mathémat de I'espace géographique. Claude
Tricot, au cours duséopoint 1980 avait dit « je pense qu’il est plus actuel detgliesser a la
mathématisation de la géographie, a sa modélisgtitnson axiomatisation » (1980, p. 26).

L’espace géographique est-il euclidien ? Oui, pesrcartographes. En effet, la carte est un
espace euclidien qui permet de répondre a la aqueestiou sont les objets ? ». L'espace du
cartographe est avant tout mathématique. Il necajpe que de position des objets dans I'espace.
Malgré le probléme mathématique de la courbureestne, I'espace reste localement plat, donc
euclidien, ce qui rend la cartographie possibleut&imis, a tres petite échelle, la courbure se
manifeste, et la géométrie qui devient pertinerde oelle de Bernhard Riemann. Aujourd’hui,
géomeétrie euclidienne et riemannienne ont été &eéglo par la géométrie fractale.

L’espace géographique est-il fractal ? En effahgdla plupart de ces études, la géographie
se fonde sur un espace non euclidien c’est-a-disotiope. Elle est de trouver comment les objets
se sont-ils retrouveés la ou sont-ils apparus ic@essoirement, elle répond de temps a autre a la
guestion : pourquoi la et pas ailleurs ? Elle esshyycomprendre les relations entre les objetseajui
répartissent dans I'espace cartographique et/@pd®e géographique (principe d’interaction). A
partir de 1a, on peut fonder la géographie autaupdncipe de la relativité (d’échelle). L'espace
géographique devient alors mathématique assimilablen espace fractal au sens de Laurent
Nottale.

On a souvent évoqué le lieu, mais qu’est-ce qli&in?

4.2.3.4. Le probleme du lieu et de sa délimitation

Aux origines du lieu, on trouve thora (Platon) et ldopos(Aristote). Pour Platon, leh6ra
est le rapport entre I'étre absolu et I'étre rélatii est une image imparfaite de I'étre absolétie
absolu est éternel : il ne nécessite pas de liéaigrtandis que I'étre relatif est en devenir. Ce
dernier a donc besoin d’un lieu qui estclera pour se développer. Il faut remarquer que le terme
n'est pas défini par Platon, sauf par des compamaisA I'opposé, léoposd’'Aristote renvoie a
l'identité du lieu. Le lieu est immobile et il ling une chose. Autrement dit, la chose et le lieu so
dissociables : si chose bouge, le lieu se trangaegmun autre lieu. Le lieu est un « espace dans
lequel la distance n’est pas pertinente » (Lévygsault, 2003, p. 555-565). Pour Paul Vidal de la
Blache, la géographie est la « science des liemxais qu’est-ce qu’un lieu ?

Pour Roger Brunet, le lieu est un point de I'étendun élément de base de l'espace

géographique. Le lieu est identifié et identifiablest-a-dire délimité. Il s’agit d’'un point singei :
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le lieu A se différencie du lieu B. Cela renvoie @pos C'est la « plus petite unité spatiale
complexe de la société » (Lévy, Lussault, 2005%55b-565). Cependant, le lieu défini comme un
point dans I'espace absolu est une définition peadih non sens pour la géographie. En effet, un
lieu est au minimum une surface et au maximum uaome. De plus, le lieu défini comme un
contenu dans I'espace relatif est également pradti§oe pour la géographie car cela signifie qu'il
faut pour faire de la géographie avoir des conaaisss en économie, en démographie, en histoire,
etc Autrement dit, la géographie n’apporte qu'un sarppou des contingences locales se
manifestent !

Qu’est-ce qu’un lieu en géographie ? Au final, ©apercoit que I'on fait appel a de
nombreuses disciplines connexes pour définir wn @n peut désormais proposer une définition
mathématique du lieu. Ce serait un objet fractal g&finition, dans le sens ou quelle que soit
I'échelle (niveau de résolution), le lieu aura wegtaine taille sur une carte. Une ville en serait

I'archétype en géographie humaine. Le relief laisen géographie physique.

4.2.3.5. Le lieu et le site

Quelle différence entre un lieu et un site ? lte sist un lieu qui posséde un potentiel de
localisation. Le site, au sens restreint, renvolédae de ressources naturelles, tandis qu’au sens
large, il concerne également les ressources humaine

La localisation renvoie a un état (ou ?) et/ou acdon (comment se situe-t-on ?). La
situation possede deux définitions. D’abord, il tpgagir d’'un espace unique, d’'un ensemble de
configurations spatiales en interaction, permettiévaluer un site. Cependant, la situation peut
étre également définie par un jeu d’échelle. Auretlit, toute situation renvoie a une localisation

et toute localisation définit une situation (fid.)1

SITUATION LOCALISATION

Figure 11. Relation entre situation et localisation

4.2.3.6. La répartition des lieux dans I'espace géographique

Expliquer la répartition des lieux dans I'espaéegraphique est au cceur de la géographie.
Il existe trois maniéres d’aborder cette répartitgur I'interface terrestre. (1) La répartition est

aléatoire, c’est-a-dire qu’elle obéit aux lois destatistique. C’est une position de possibilismel :
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est possible que telle répartition obéisse a teille ou « il est possible que la répartition atteue
évolue vers telle autre ». A I'opposé, (2) la réifan est déterministe, c’est-a-dire qu’elle pakse
des lois qui expliquent tout. Le principe de camsadst respecté en tout point de la démarche ; |l
n'y a en plus aucune incertitude.

Pendant longtemps, I'opposition de ces deux piitipns a été trés forte. La premiére
correspond aux « cas pratiques », tandis que tandecaux « cas théoriques ». Cependant, ce n’est
pas pour autant que le hasard n’a pas de lois commmient beaucoup de scientifique. Il existe
des lois du hasard régit par les probabilités, d@pplication sont les lois normales de la
statistique.

Lorsque l'on les a appliquées en géographie, dssiltats ont tellement été mitigés que
beaucoup ont cru que cela ne fonctionnait pas. dsitipn adoptée ici essaye de réhabilitait
'approche statistique des répartitions spatiategé@graphie. En effet, I'explication du fait que ¢
ne marche pas est simple : les regles appliguéesspondent en fait a la mécanigue newtonienne,
c'est-a-dire la mécanique déterministe, linéairebetaire. Aujourd’hui, il faut oublier cette
mécanique newtonienne au profit de la mécaniquetauee qui est probabiliste, non linéaire et

ternaire dans de nombreux cas.

4.2.3.7. Conclusion partielle

Dans toutes les définitions, il est bizarre quenln’évoque jamais I'impulsion qui est
comme on l'a vu, la grandeur fondamentale de I'espaspace que I'on veut étudier ! De plus, a la
différence du temps, une partie de I'espace gébgyap peut étre objectivabla des outils
comme la géométrie et/ou la topologie. La géogmphiconstruit autour de ceux-ci son propre
espace. La découverte de «l'espace-temps » pagrtAlbinstein permet de réconcilier deux
concepts qui avaient été séparés par la « révolutpernico-galiléenne ». Ce mémoire essayant
d’entrer dans le cadre de l'espace-temps, il faftnd et présenter brievement. Aussi, il faut
d’abord évoquer la place du temps en géograpreasetite définir I'espace-temps.

4.2.4. La place du temps

Le temps n’a généralement aucune entrée dan<tiarshiaire de géographie contemporain.
Ainsi, pour parler du temps en géographie, il fa&venir a Fernand Braudel. Il avait défini le temps
géographique de la maniére suivante : il s’agitadngue durée et la structure des deux autres.
L'idée était de prétendre que c’était la scéne dagselle les acteurs de I'histoire allaient venir
jouer. « La longue durée est I'échelle de tempdua pertinente parce que, mettant en évidence les

régularités, elle est la plus « scientifique » edlic, 1999, p. 27). Cette remarque est importarte ¢
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I'histoire, dans sa « grande bonté », laissait gépgraphes le discours scientifique et consergait |
discours littéraire. Le temps et la géographie fioric de ces vieilles histoires sans fin, qui viven
ensemble par épisode.

Le temps géographique de Fernand Braudel estdiierle temps géomorphologique qui
plante le décor. Il existe trois grands temps géphalogiques. D’abord, la géomorphologie
structurale représente la durée la plus longu@wblltion y est micrométrique. Le déterminant est
le mécanisme géologique qui permet, grace aux sagémlogiques, de dater les structures
géomorphologiques. Puis, la géomorphologie dynaenim passer a une durée et une évolution
plus courte. Elle expligue des mécanismes géolegigen court d'évolution. Enfin, la petite
derniére, la géomorphologie climatique représemeintermédiaire entre la géomorphologie
structurale et la géomorphologie dynamique. Il 8’dfun temps moyen. Je ne sais pas si C’était
volontaire, mais on retrouve dans le temps géoguaphde Fernand Braudel, trois autres temps,
confortant la théorie des trois temps. Il s’agitird’cadre moderne. La présence du temps en
géographie est bien sdr liée a I'obstruction gatilke des causes formelles. On a, par conséquent,
surinvestit la question du temps. La durée et léwon étaient devenues une idée clé de la
géographie. Les années 1960 vont tout boulevdrsspace revient en force. Deux étapes sont tout
de méme a noter: une premiére étape dans lagoells sommes toujours en grande partie,
consistant a expliquer I'évolution de I'espace gépbique et une seconde étape dans laguelle nous
sommes en train de rentrer qui essaye d’expliqiempdce géographique, non plus par une
évolution méme si l'idée reste, mais par les stngs spatiales elles-mémes. Le temps, dans cette
perspective, devient secondaire, « un accideriedpdce ».

L’approche temporelle, paradoxalement ou heureasgmeste essentielle. Parmi ces grands
défenseurs, on trouve Christian Grataloup (1996hviente deux notions, plus ou moins spatio-
temporel, I'événement geéographique et la périodmigphique. L'événement géographique est le
« changement significatif d’'une logique spatial@Grataloup, 1996, p. 198). Quant a la période
géographique, elle est la « durée historique perdgoelle un méme systeme spatial se reproduit »
(Grataloup, 1996, p. 199). Grace a ces deux coscéptgéohistoire a pu étre refondée sous un
angle différent de Fernand Braudel. En effet, cemide ne voyait que la géographie physique,
tandis que Christian Grataloup considere bien 8espcomme un « acteur » évoluant dans le temps.

Ainsi, en géographie, il faut privilégier I'espasans négliger le temps. Cependant, le temps
demeure une cause. Comment faire de I'espace wse,csans tomber dans le déterminisme ? La
solution serait bien d’identifier 'espace géogrgpie a un espace quasi-quantique. Avant cela, il

faut définir ce qu’est un espace-temps.
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4.2.5. L'espace-temps en géographie

Le concept d’espace-temps est déja relativemetiemnll aura bientdét un siecle, tout en
demeurant relativement peu connu des sciences hamdielles-ci I'ont ignoré, ne comprenant pas
gue leur calage sur les sciences dites dures garadendément modifié. Les sciences humaines se
sont toutes « modernisées » tres difficilement.tddees ne le sont que depuis une cinquantaine
d’années. Comment peuvent-elles admettre quedaseimoderne qu’elles ont adoptée soit déja en
train de muter, et gu’il leur sera nécessaire d&ntdans la perspective d'une pensée
« transmoderne » ? L’espace-temps est de l'ordrd’'uiepie en sciences humaines. Seules la
géographie et I'archéologie de terrain ont produielques réflexions fondées sur ce concept, dans
la mesure ou elles sont constamment confrontéess &auses formelle et finale. En géographie,
'étude des dynamiques a été modélisée mathématigntegrace aux travaux d’André Dauphiné
(1987 ; 1995 ; 2003), de Denise Pumain (1997 ; p@dlparticulier. En archéologie, I'étude a été
faite par Gérard Chouquer (2000). Cependant, legssaciences humaines n’y ont toujours que peu
réfléchi, 'espace-temps étant percu comme quetdpose de négligeable, face au seul temps qui
explique tout, grace a son « statut » de causaagife.

L’espace-temps en géographie est diverse et vanidré Dauphiné a défini le projet de la
géographie comme étant I'étude des systemes deatigerels. Toutefois, 'espace-temps désigne
tout et n'importe quoi en géographie. Il faut leagenaitre. La réflexion d’Emmanuel Kant sur le
temps et I'espace semble pertinente pour la gébgrapour lui, I'espace est le fondement de toutes
les intuitions. « Je ne puis ni me représentergyueechose sans étendue spatiale, ni I'espace lui-
méme comme divisé ou n’existant pas » (Kantunzmann, Burkard, Wiedmann, 1993, p. 137).
L’espace est don@ priori, le fondement de notre perception phénoménologiGependant, il est
aussi au cceur de notre explication scientifiqueforide notre fagcon de mesurer. Autrement dit,
I'espace peut étre considéré comme une géométrée pautefois, pour Emmanuel Kant, le temps
n'est pas plus objectif que I'espace. Il demeurefgdément ancrer dans notre sensibilité. I
représente l'ordre c’est-a-dire une successiomglegid’événements. Enfin, pour Emmanuel Kant,
temps et espace possedent tous deux une réalitéiqerapet une identité transcendante. Ils sont
fondamentalement phénoménologiques. N’oublions guaes Emmanuel Kant avait professé un
cours de géographie entre 1755 et 1796, soit qeasitoute sa vie. Il a été recomposé a partir des
notes de ces étudiantsa géographiea été pour la premiére fois publiée en 1802. lgeprde la
géographie y est clairement énoncé comme étargdarigtion et I'explication des formes par les
outils mathématiques et physiques. Aujourd’hui, tlesories physiques les plus importantes sont
sans aucun doute celles de I'espace-temps.
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« Tout ce qui bouge, bouge parce qu'autre chosgde (Aquin,in WW, 1995). Cette
citation est pertinente pour définir le caractembite de I'espace géographique et de ces différents
acteurs et agents. La géographie est un systenmamilyne qui pourrait étre comparé a un film.
Qu’est-ce qu’un film ? C’est une succession dingadgeégerement différentes dont la mise en
relation par un appareil mécanique permet de pencem mouvement, au travers lequel un temps
est a la fois percu et mesuré. Autrement dit, lnadyique spatiale de la bande du film génére
limpression et I'expression d’'un temps. L'espa@&@graphique peut étre assimilé a cette vision a
une nuance pres. Nous voyons a la fois un filmaelee nous sommes dans un film en train d'étre
tourné. Etudier 'espace géographique revient dofecfois a le rembobiner, c’est-a-dire étudier sa
temporalité, et a comprendre sa morphologie, Gedire étudier sa structure. L’espace
géographique doit privilégier ce dernier aspecttdraporalité n’est qu'un accident du mouvement

des formes spatiales de I'interface terrestre.

4.3. Espace géographique et échelles

En sciences humaines, I'espace pose, comme dagsiénces dites dures, un probleme de
définition. René Descartes rattache le conceptpdes a la notion d’étendue et d'immensité. |l
introduit une notion d’échelle puisqu’il différercl’échelle humaine, mesurable, définissable ; et
les échelles non humaines immesurables, indéfiissa Ainsi, dans sa définition, il émet
I’hypothese que I'on ne peut pas expliciter undipatu mot.

Dans la définition de I'espace de René Descadespercoit grace a l'ordre scalaire, que
'espace est un concept géographique. Dans la ggbigr vidalienne, I'espace a été souvent
synonyme d’espace cartésien, faisant de la géograple science du lieu. Cependant la géographie
n'a d’intérét que si elle prend en compte I'esp#dasi d'une science du lieu, on est passé, dams le
années 1960, a une science de I'étendue. Ce ffeitniéde trouvé a une géographie vidalienne gisant
complétement a I'agonie dans le panorama des ssehe mot « espace » a relancé la discipline.
L’absence de définition du terme a scindé en daugélographie humaine. De cette coupure, ont
émergé la géographie culturelle et I'analyse sfgatidne géographie physique résiduelle restant
essentiellement la science du lieu vidalienne &t géo-chronologie. Pour exister, la géographie
doit essayer de trouver une définition claire de espace, afin de pouvoir redéfinir sa place au sei
des autres sciences.

Comment la géographie a-t-elle articulé I'espacke® échelles ? Il faut d’abord distinguer
'échelle cartographique de [I'échelle géographigu&echelle cartographique constitue une
discrétisation arbitraire : 1/50 000, 1/25 000, 0O/D00 pour I'l.G.N. C’est un rapport
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homothétique, alors que I'échelle géographique <sin rapport entre la réalité et son
interprétation » (Robert Ferras).

L’échelle présente quatre problémes essentiedgegraphie :

(1) le probléme de la perte d’'information dued@coupage et a la hiérarchisation
dans I'espace ;

(2) le probleme de la taille qui nécessite urobesle changer d’échelle (démarche
multiscalaire) ;

(3) [ou (1)+(2)] le probleme de I'emboitement quécessite I'appel au concept
d’échelle critique et qui nous raméne au problemdadmorphogenése qui serait due au rapport
continu entre les échelles constructives de I'olgjeta I'existence de limites ou discontinuités
naturalisables ;

(4) I'échelle comme ordre de grandeur. On a lmedaine échelle pour mesurer le
temps et I'espace.

L'échelle et les autres disciplines. Il existe xléchelles en économie : I'échelle micro et
I'échelle macro, encore, I'échelle individuellel’échelle collective en sociologie. L’échelle sdeia
crée une hiérarchie.

Il existe deux niveaux dans l'utilisation des fedes en géographie :

(1) la description et I'explication des objetgtdide fractals ;

(2) l'application des statistiques parétiennes.

Pierre Frankhauser et Denise Pumain (2001) constgtéil est difficile de traiter les problémes
géographiques avec les fractales. Pourtant, é\adent qu’elles sont utiles. La relativité d’édbed
essayé de les rendre, enfin, utilisable.

L’échelle engendre la limite, ce qui regle la diggsde la taille. En effet, tant que I'on n’est
pas a la bonne échelle, on ne peut pas percdimieelde I'objet géographique, donc de sa forme.
« Le monde des géographes est avant tout un manftterdes...» résume André Dauphiné (2003,
p. 148). En effet, le projet scientifique de la gphie est d’expliquer les formes déployées de et
sur l'interface terrestre. Autrement dit, l'idé& ae la géographie est de prétendre que la position
dans l'espace, au sens trés général du terme, pessheutre et qu’il a un sens, ce qui revient
souvent a étudier le rapport entre le continu etiseontinu. Celui-ci est 'adage de toute science.
La physique, par exemple, étudie les deux : unenigre approche est presque toujours discrete
(discontinue) et une seconde est continue patbliésement d’'une fonction. En géographie, I'étude
des formes nécessite une approche par la limit®hijets géographiques. Quelle est la limite d’'une

montagne, d’'un bassin versant, d’une vid&s. ? Autrement dit, la géographie étudie, avant &iut
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de maniere essentiellement phénoménologique, EEominuités spatiales, a savoir comment tel
objet se différencie de tel autre ? Les discontéisuen géographie sont généralement identifiées
grace a une méthode d’emboitement d’échelle : tage multiscalaire.

En effet, la géographie a toujours souligné Iefgnme des échelles que soient la géographie
vidalienne ou la géographie spatiale ou la géogdealpiimaniste. Comme les réflexions issues de la
guestion d’agrégation « Echelles et temporalitéa094-2005) I'ont montré, le terme « échelle » est
polysémique. L’'approche traditionnelle est mathéguat L’échelle est un outil technique
permettant de représenter un objet sur le papiec amne taille réduite, grace au concept
mathématique d’homothétie. Autrement dit, I'idé¢ @se I'objet réel se trouve représenter sur le
papier par une longueur « abstraite ». Un objegg@hique nécessite une telle représentation. Un
géographe étudiant sur une montagne par exempie,b&au se balader au cceur de celle-ci, s'l
n’utilise pas une carte topographique, ou mieuxnaaéle numérique de terrain, il ne pourra jamais
obtenir une information globale de cette montagxiasi, la réduction de son objet d’étude a une
échelle de 1/25 000 par exemple, est indispensatais, il faudra sans doute qu'il utilise la carnte a
1/50 000 et celle au 1/100 000. Le probleme majeucette recherche d’emboitement d’échelle est
gue les coupures de I'Institut géographique natifra.N.) demeurent arbitraires.

Pour résoudre cette difficulté, au début des ad8860, certains géographes se sont lancés
dans l'approche des échelles par la géométriealiigcinventée par Benoit Mandelbrot dans les
années 1960. En 1975, Benoit Mandelbrot écrivit gmier ouvrage de vulgarisatiddbjets
fractals C’est dans ce livre que nous trouvons des apmitegéomorphologiques, dont 'exemple
le plus célebre est la céte de la Bretagne. Cepenbi@pproche des objets géographiques par les
fractales semble s’essouffler en ce début du®Kcle. Pourquoi ? Les raisons sont multiples.

La premiere est une confusion sur la définitionmaéles fractales. Paradoxalement, c'est
l'ouvrage de 1975 de Benoit Mandelbrot qui en edfodgine. Un objet fractal n'est pas
obligatoirement auto similaire ! Aucune fractalgunalle ne I'est totalement. Il existe toujours ce
gue lI'on appelle des échelles de coupure. Autrerdinil ne faut pas faire une obsession de la
recherche d’'une régression linéaire dans un graphifjogarithmique d’une fonction puissance. De
nombreuses fractales en géographie ne présentemefia caractéristique et ce, sur des objets que
Benoit Mandelbrot avait qualifié de fractal en 19¢6mme les résultats obtenus sur le mont
Aigoual ou le Lodévois qui présentent une régressiplynomiale dans un graphique
bilogarithmique (Martin, 2004b). Nous reviendromgstard sur cette confusion.

La seconde raison est la prise de conscience gréairts géographes, fractalistes de la

premiere heure, de I'effort mathématique a mettresivre. En effet, la difficulté a appliquer les
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méthodes de Benoit Mandelbrot a la géographie, &eaiexpliquée par le fait que nous ne pouvons
rien expérimenter en géographie. Autrement dit, hdratiquement, et c’'est le drame de la
géographie, nous ne pouvons pas partir du sim@eriger au complexe. Des que nous ouvrons une
porte, la complexité nous attend toujours derri&iesi, I'espace géographique possede déja un
niveau de complexité trés élevé. Et, les solutimraghématiques sont trés élaborées. Cependant,
cette solution demeure excellente par sa richessereoriginalité. La géométrie fractale permet
donc une approche mathématique de I'emboitememhel®, et plus largement de ce que les
géographes appellent I'effet d’échelle.

De ce fait, pourquoi la majorité des géographes-#® passés a c6té des fractales ? Voila
une excellente question. Benoit Mandelbrot (198byrfit une quantité extraordinaire d’exemples
provenant d'objets géographigques qu’ils soient mues (montagnes, nuages...) ou humain
(villes...). Le fait d’employer le terme « objet »gmotout le probléme. Jamais nous n’avons étudié,
en géographie ou dans les autres sciences, autse cfu'un objet fractal. En effet, qu'apporte le
fait de prouver qu’un objet soit fractal ? En ri&glipas grand chose, car dans cette approche, la
fractalité demeure une conséquence, et non une.caeplus, depuis les années 1960, la définition
méme de la géographie se concentre dans un teesquar magique « espace ». Autrement dit, le
probléme des fractales en géographie peut étremmafé de la maniére suivante : comment passer
d’'un objet géographique fractal a un espace gébgyae fractal ?

La question a été en partie résolue en 1993 pghysicien Laurent Nottale. En posant le
principe de relativité d’échelle, il a été amendééinir un espace fractal. Pourquoi 'utilisatiomial
espace fractal serait-il plus intéressant pourdeggaphe qu’'un objet fractal ? Tout simplement
parce que l'objet est toujours défini de I'extérieciest une conséquence, tandis que I'espace, lui,
est défini de I'intérieur, c’est une cause. Autremdit, et de maniére un peu caricatural, s'il &xis
un objet fractal « montagne » que I'on décrit dextiérieur, il existe également un espace fractal
« montagne » dans lequel nous sommes la montagest-aedire que nous décrivons la
morphologie de la montagne par la montagne. llaaderméme pour un objet comme la ville.

De ce fait, il nous faut préalablement définirpprécisément ce qu’est un objet fractal et ce
gu’est un espace fractal. Pour ce, nous devors dgipel a des mathématiques de haut niveau. Afin
de ne pas perdre le lecteur non matheux dans urstetlation d’équations, nous accorderons une
trés grande attention a la rédaction de I'explaratie I'intérét de ces équations pour un probléme
géographique, et plus précisément géomorphologlopigéomorphologie est ici prise dans un sens
tres large. Elle inclut aussi bien les formes humasique les formes naturelles. Cette remarque est

importante car le souhait d’'une géographie math@uomatdevra étre parfaitement compatible avec
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les différentes approches menées jusqu’a présdatdévra se présenter comme un complément
théorique qui nous est apparu indispensable.

Cependant, cette approche mathématique ne cortvpaara certains géographes, comme
les géographes « humanistes », aussi une défipti@moménologique du terme « échelle » a été
proposée. « Le paradoxe — et la difficulté — estlg@chelle dans son usage le plus courant eséliée
la proportion qu’elle accompagne : pour le cartpgea2 est 4 sur la carte comme 200 est a 400 sur
le territoire du moment que la carte est a 1/1Q0adoxe auquel il faut mettre un terme : avec
I'échelle il ne s’agit pas d’'une regle d’homothétiais d’autre chose. Et — les architectes vous le
diront — quand la taille change les dimensions duwnument, « I'échelle » concerne les rapports
entre ces dimensions et celles du corps humainowd@n, 1991jn Volvey, 2005, p. 22). Le
paradoxe phénoménologique souligné par Boudonresptemiere approche possible des espaces
fractals. lls correspondent bien a cette idée ghaque niveau, il existe des structures différentes
Autrement dit, une organisation hiérarchique mathtéume plus profonde découle de I'admission
d’'un espace géographique fractal parfaitement cordoa I'approche phénoménologique, ce qui

peut paraitre complétement paradoxale.

4.3.1. Espace géographique et dépendance d’échelle.

Tout objet géographique possede une échelle. d&d.A. BA de notre discipline.
Cependant, son choix reléve toujours d’un arbiteegéographe qui I'a choisi. Aussi, d’apres Roger
Brunet, les différences n'apparaissent qu’a cegtaéthelles. C’est le coeur de 'idée de dépendance
d’échelle, c’est-a-dire qu'un objet géographiquée @sncé entre deux échelles de coupure entre
lesquelles son existence ne fait aucun doute. teldwéfinir I'espace géographique comme étant
un espace fractal est que ces échelles de coumuhabue objet géographique deviendraient
objectivables.

L’espace géographique fractal serait un concetipiqui renvoie a la théorie de la relativité
d’échelle, mais dont la souplesse permettrait deasetrop se montrer rigide par rapport au staut d
sciences humaines de la géographie. De plus,Uesieait défini comme un objet fractal (donc se
déclinant a diverses échelles) matériel ou immeltélans cet espace géographique fractal. Quant au
territoire, il ne serait un lieu particulier. Aussilans cette perspective, I'espace géographique
deviendrait autant un acteur qu’un support, ce mjast pas contradictoire avec sa définition
d’espace physique et d’espace humanisé. Ainsifetaf’échelle serait de plus en plus pris en

compte et de mieux en mieux maitriser car « la medwne chose dépend de I'outil de mesure que
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I'on utilise. Le mathématicien Benoit Mandelbrotea l'intuition de transformer « outil » en
« échelle » » (Baudelle, Regnauld, 2004, p. 101).

4.3.2. Vers une géographie structurale ?

Nous allons ici reprendre I'idée de Gaétan Desimaiade Gilles Richot (2000). Toutefois,
si I'on partage la nécessité d’'une approche stralguen géographie, on diverge d’eux lorsqu’ils
'appliquent. La géographie structurale se préseateme étant issu du structuralisme.

Le structuralisme se décompose en trois tempsle @tructuralisme dynamique en biologie
autour d’Etienne Geoffroy Saint-Hilaire, Goethevg¢addington ; (2) le structuralisme linguistique
de Ferdinand de Saussure et le structuralismeiences humaines de Claude Lévi-Strauss ; (3) le
structuralisme morphodynamique de René Thom etdep Petitot. Ce courant de pensées possede
quelques concepts particuliers comme celui de mphamorphogénétique » inventé par
Waddington. Cependant, la véritable conceptuativatist née du courant de René Thom qui a
proposé une physique des formes c’est-a-dire maiti®en les structures en tant qu’objet
théoriques. De plus, ce courant fit la synthesestducturalisme dynamique et du structuralisme
linguistique.

Qu’est-ce qu'une structure ? En géographie straldu il s'agit de «formes abstraites
d’organisation, qui ne sont pas réductibles a leliverses réalisations matérielles. La géographie
structurale reléve d’'une attitude rationaliste djstingue soigneusement les objets de connaissance
théoriquement construits des phénomenes empirigoesssibles a I'observation. Elle considére
ainsi qu'il ne faut pas confondre les structuregusont des objets théoriques dont la réalité est
rigoureusement démontrée — avec leurs manifestatimmgibles. Les structures sont des
morphologies abstraites qui émergent dynamiquendentsubstrat ou elles s’incarnent. Elles
conditionnent la stabilité et I'intelligibilité déeurs réalisations concretes » (Desmarais, Ritchot,
2000, p. 11). Ainsi, «toute structure peut étrdini® comme un systeme de discontinuités
gualitatives qui catégorisent un espace en unengma@on relationnelle et dynamique de valeurs
positionnelles (Desmarais, Ritchot, 2000, p. 11).

« La géographie structurale — qui concoit lescstmes comme des formes abstraites en
développement, des macro-morphologies se déplayamé des espaces substrats et émergeant
dynamiguement de processus auto-organisés — sfidsers le prolongement de l'unité rationnelle
du structuralisme morphodynamique.

« Le programme de recherche de la géographietstale consiste a décrire et a expliquer

'apparition, I'organisation, la transformation kgvolution des formes aussi bien naturelles que
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culturelles présentes a la surface de la terrgpdriache n’est donc pas verticale. Elle ne tend pas
vers une spécialisation accrue d'un secteur biénipde la géographie, ni vers la promotion d’une
nouvelle sous discipline qui pourrait prendre emargh une classe particuliere de phénomenes.
L’'approche est plutét transversale et concerneséerble de la discipline géographique »

(Desmarais, Ritchot, 2000, p. 12-13).

« La géographie contemporaine s’appuie sur laraépa entre les sciences de la nature et
les sciences humaines. Malgré ses indéniables éanelle reste une discipline éclatée. La
division entre les deux versants — physique et lmmadonne lieu a un fractionnement d’ou
résultent de nombreuses sous disciplines et desadifs de plus en plus morcelées qui composent
un vaste catalogue dont les parties semblent entrgteu de relations les unes avec les autres »
(Desmarais, Ritchot, 2000, p. 124). Cependante cgparation est-elle un bien pour la géographie ?
La réponse est mitigée. En effet, cette séparg@wantit une certaine richesse discours, mais aussi
une pauvreté et une ambiguité des concepts ehélesds géographiques.

Cette partie a trés rapidement présenté la gébigragiructurale qui reste profondément
polémique. Toutefois, leur approche de la géogepbintemporaine est parfaitement réaliste et leur

projet trés proche de celui d’une théorie de lanen géographie.

4.4. La position de la géographie sur les grands débagistémologiques des sciences
humaines
La longue histoire des sciences et des sociétddafd les trois grands paradigmes (pré
moderne, moderne et transmoderne) souléve desepmebl spécifiqgues qui disparaissent et
réapparaissent. Les principaux sont la lutte dftimisme et l'individualisme, la nomothétique et

l'idiographique et la position vis-a-vis du quaatit et du qualitatif.

4.4.1. Holisme et individualisme

L’holisme est une doctrine épistémologique selaquklle, face a I'expérience, chaque
énoncé scientifique est tributaire du domaine @niter dans lequel il apparait. C’est une approche
globalisante, nécessairement transdisciplinairesQin vieux débat méthodologique en géographie
qui suscite un regain d’intérét aujourd’hui. L'idésst de trouver un équilibre entre les deux. Avec
'analyse spatiale, une sorte d’holisme était appanotamment autour des méthodes empruntées a

la systémique. Aujourd’hui, on assiste au granduretle I'individu.
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4.4.2. Nomothétigue et idiographique

On oppose deux positions : celle des rationaksteelle des empiristes. La position des
rationalistes est idiographique, c’est-a-dire lahexche de l'individuel, du fait particulier. La
position des empiristes est nomothétique, c’'est&édd recherche de l'universelle. Elle développe
un aspect général et récurrent des phénoménesamoavdéfaut d’énoncer les lois, du moins
généraliser et parfois prévoir. La géographie vahede fut idiographique, celle de I'analyse spatial

nomothétique, et aujourd’hui, I'école sociale retaivers l'idiographie.

4.4.3. Quantitatif et qualitatif

C’est sans doute le débat le plus vigoureux adjbur. On assiste a une mathématisation de
plus en plus prononcer du monde dans lequel nousnsi Est-ce si utile ? Quels sont les

principaux changements de la mathématisation alf ¥iXtle ?

4.4.3.1. La position des sciences de ’'homme

La plupart des sciences de 'homme sont contnadéhématisation de leur discipline car
trois obstacles surgissent. L'inadaptation de llonathématique aux sciences humaines. L’hostilité
de ceux qui, ne connaissant pas les mathématigéiesgnent a les utiliser. L'excés de zéle de
certains, qui, par souci de modernisme pronent neghématiques, sans se préoccuper de
limportance des problémes abordés, ni de la patéSerésultats obtenus. C’est dans cette derniere
catégorie que se situe I'analyse spatiale.

On confond trop souvent mathématiques et quaatifin. Les mathématiques sont avant
tout un langage, un moyen de quantification, oexlste deux types de mathématiques : les
mathématiques qualitatives qui sont non numérigexdinaux (topologie) et les mathématiques
guantitatives qui sont numériques ordinaux ou canak (analyse).

La géographie a tenté sa chance par le biaisatali/se spatiale. Cependant, elle n’est
restée qu'au niveau de la description mathématidille. n'a donc pas achevé son approche
nomothétique.

4.4.3.2. Les transformations de I'outil mathématique

Quantifier reléve de deux réalités : (1) énuméempter des unités, dénombrer les objets a
étudier ou a décrire, relever la fréequence d’apiparid’'un phénomene, (2) mesurer grace a la
référence a un symbole arbitraire.

Lorsque I'on mesure, il existe trois types d’erseul’erreur de fait est un mensonge.

L'erreur relative est due a un changement de danriéerreur dans le passage du qualitatif au
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guantitatif présente le gros probléme d’étre inmtd@re et invisible. Une mesure est fidele lorsque
'on emploie fréquemment le méme outil. La fidélitgside dans la concordance d’observations,
faites avec les mémes instruments par des obsersatéférents, sur les mémes sujets. La validité
de I'exactitude de I'outil connait deux points deevD’un point de vue logique, un instrument est
valide s’il mesure avec exactitude ce qu’il a pbut de mesurer. D’un point de vue empirique, un
instrument est valide, dans la mesure ou il pemeeprédire avec exactitude. La précision d'un

instrument se définit habituellement par sa seligilziux variations qu’il doit enregistrer.

4.4.4. Bilan constructif

Ces trois grandes positions qui sont au cceur es paradigmes, font toujours débat.
Cependant, les trois paradigmes ne doivent pascétisidérés comme des concurrents mais des
pensées complémentaires qui offrent trois lectpssibles du monde a travers la connaissance
scientifique. Il faut donc les croiser et les conter dans ce but de comprendre. Pour conclure, on
peut citer Gaston Bachelard : « 'essence mémae déflexion, c’est de comprendre qu’on n’avait
pas compris. Les pensées non baconiennes, nowlienokes, non cartésiennes sont résumeées dans
ces dialectiques historiques que présentent Idication d’'une erreur, I'extension d’'un systeme, |
complément d’une pensée » (1934, p. 178). La thatms fractales et celle de la relativité d’échelle
cherchent justement a offrir une possibilité ddesédbn a de nouveaux concepts et de nouvelles

lectures du monde.
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5. Géographie et fractales

Cette partie est tres technique et théorique.d&feur objectif de mettre fin aux idées recues
sur les fractales, véhiculées par certains géogmsaph d’autres disciplines, mais aussi d’expliciter
une définition généralisée des fractales qui pedeeatoncevoir une « ballade » dans les différentes
échelles d'un objet ou espace géographique fraGal.montrera ainsi que les discontinuités
peuvent émerger d’une structuration en échelleg)adbrganisation multidimensionnelle et fractale
du monde et de la nature. Ainsi, le réve d'une tiieédes discontinuités (ou de la forme) en
géographie pourrait prochainement devenir unetéati’abord sous la forme d'un classement
morphologique, ensuite sous une celle d'approchrenpent mathématique. Pour le moment, il
s’agit simplement d’'une présentation lente et megive des fractales car la fractalité des obpits e

bien la clé de la complexité discutée précédemment.

5.1. Les fractales et la géographie

Il n'est pas simple dexpliciter la géométrie fi@e ni de démontrer son utilité en
géographie, d’'une part parce que les quelques gglogs qui S’y sont intéressé, ont longtemps éte
en marge de la discipline ; d'autre part parce gambreux sont ceux qui expliqgue que trés
partiellement le concept méme de « fractale ». Awssst dans cet esprit que, pour y remédier,
cette partie a été pensée.

Elle sera peut étre un peu trop didactique poutaices. Cela étant, un nombre de
productions géographiques montre que le sujet ®mdahcommunauté qui y trouve matiere a
développer son projet. Toutefois, la ou les chased peut étre critiquables, c’est gu'une partie
seulement du corpus fractaliste est mise en ceuarelgs géographes. Il faut donc essayer
d’optimiser son utilisation. La géographie, de g positionnement académique, et en raison du
réle qu’y joue la notion d’échelle, est bien « aem»épour valoriser ce nouvel outil que constituent
les fractales. Cependant, les fractales ont sursemvi a décrire des structures spatiales en
géographie, et non a la fonder solidement danghéwie géographique, théorie qui n’empécherait

pas du tout les discours phénoménologiques dévéesopiqu’alors.
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5.2. Fractale, fractales ? Vous avez dit fractale | Etesus s(rs ?

5.2.1. Notions élémentaires

5.2.1.1. Les fonctions logarithmiques
5.2.1.1.1.  Le logarithme népérien

5.2.1.1.1.1. Définition

IR - IR

Soit la fonction f 1 . La fonctionf est dérivable sullR;. Elle admet donc des

X =
X

primitives. On appelle logarithme népérien la ptinvei qui s’annule poux = 1.

DxDlR:,lnx:jlxldx
X

5.2.1.1.1.2. Propriétés algébriques

Oa0IR,,Ob0IR,Inab=Ina+Inb

OadIR,,Ob0O IR:,InE:—Ina
a

DaD|Rj,DbD|Rj,|n%=|na—|nb
Da0IR,,Ob0IR,,On0Z,Ina" =nina
DaDIR:,DbDIR:,In\/_:%Ina

DalIR.,0b0IR, ,Ina=Ina = a=b
Da0IR,,Ob0IR,Ina<Inb = a<b
OxOIR,,InXx<0 « x<1
OxOIR,,Inx>0 = x>1

OnOZ,Ine"=nlne=n

5.2.1.1.1.3. Etude de la fonctiof(x) = In x.

D, =IR; etD,. =IR;.
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f'(x)= % doncOxOIR,, f'(x)=0
x 0 1 g
Fix + 1 +
oo
1
7 0
)

Figure 12. Tableau de variation de la fonction loigfame népérien.

f est dérivable et strictement croissante I&]r.

f est une bijection déR, dansIR.

1 a un antécédent et un seul rmté est appelé nombre de Neper.

Ine=1 avece= 27

1
La tangente eresty =—X.
€

5.2.1.1.1.4. Les fonctions composées deun

Théoreme. Si la fonction est strictement positive et dérivable sur un irdke | alorsu est
dérivable sut.

(Inu)=%

Fonction dérivéef'(x ):(—X avecu(x)>0.

X)

Fonction primitive.F (x) = In(u(x)).

~—

5.2.1.1.2. Les logarithmes de base

5.2.1.1.2.1. Définition.

On définit les fonctions logarithmes, notées lwde base telles que :

In x
log, x=—-.
Ina

Autrement dit, un logarithme de basest proportionnel au logarithme népérien.

Le logarithme de base 10 est appelé logarithmendécll est noté log.
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Tous ces logarithmes ont les mémes propriétésegogarithme népérien.

5.2.1.1.2.2. Propriétés.
Da0IR, -{1},0x0IR,,Oy0IR., x = log, (a’) et y = 2",
log, (a) =1.
log, (1) =0.
Ioga(ax): X.
DadIR, -{1},Ox0IR;,OyJIR,, x =log, (xy) =log, x+log, y .

Da0IR, —{1,Ix0IR,, Oy O IR, x = |og{5} =log, x-log, y.
y

DadIR, -{f}, IxOIR, -{}, Oy O IR, x=log, (x’) = ylog, x.
(log, x)(log, a) =1og, (xa).
x=log,(N) =« N=a*.

5.2.1.1.2.3. Changement de base.

. . . log, x
Oa0IR, =4, Ob0IR; =14, OxOIR;,log, x =—2—.
alIR -{i (hOxOIR Jog, x= (2%

5.2.1.2. Les fonctions exponentielles.

5.2.1.2.1.  L’exponentielle de base

5.2.1.2.1.1. Définition.

La fonction logarithme est une bijection R, danslIR. La fonction réciproque de fnest

appelée fonction exponentielle de baseote exp.

p{lR =
ex avec expx > 0.

X = expx
exp 0 =1.
exp1l-=e

5.2.1.2.1.2. Propriétés algébriques.

OxOIR,Oy0IR,,y=expx = x=Iny.
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OxO IR, exp(in x) = x..
OxOIR, In(expx) = x.
DadIR,Ob0IR,expla+b) = expaxexpb.

DalIR,Ob0 IR, expla-b)= P2
expb

DadIR,0b0IR,On0Z,expna) = (expa)".

DadIR,Ob0IR,exp(-a)= :
expa

Pourx = 1, on alnZ,expn = (expl)" =¢€".

Par convention, expsera notée’.

e’ =1.
e =e.
ea+b=eaxeb'
b €°
a-b _
e —g.
() =ne
- 1
a _
e —E.

5.2.1.2.1.3. Etude de la fonctiof(x) = €".

Soit la fonctiorf telle que f (x) = e*.

IR - IR
ex .
X e*

La fonction exponentielle est dérivable $Br Sa fonction dérivée est'(x)=e*, tandis que sa

fonction primitive estF (x)=e*.

x -0 0] +ca
Fix + 1 +
+oo
f 1
0

Figure 13. Tableau de variation de la fonction exputielle de base e.
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La tangente en 1 est paralléle a la tangentedenld fonction logarithme népérien.

5.2.1.2.1.4. Les fonctions composées de

Soit la fonctiorf telle quef(x) = €'¥. Le domaine de définition deest le méme que celui de

Siu est dérivable suby, €" est dérivable subs.

La fonction dérivée e’ est (e“ ) =u'e".
5.2.1.2.2.  Les exponentielles de baze

5.2.1.2.2.1. Définition.
Soita > 0, on appelle fonction exponentielle de basaotée exp la fonction définie sur
IR, par exp, x=¢€""*. On note deux cas particuliers :asF 1 alors expx = 1. De plus, sa = e

alors expx = €.
Soity = f(x) = a* olla est une constante quelconquex eine variable appelée I'exposaht.
est une fonction bijectivex = log, y =f (x). En fait, la loi exponentielle de raison fait

correspondre le rang avec la série ordoralée?, &, ... Prenons un exemple :

rangl| a
rang 2| a°
rang 3| a’

etc | etc

Il existe deux propriétés fondamentales.

(1) exp(0) = 1. Autrement dit, chaque fonction exponeldiglasse par ce méme
point.

(2) exp(1) =a. Autrement dit, 'image de 1 est le nombre de luhes

5.2.1.2.2.2. Propriétés algébriques.

OxOIR, Oy IR, e"ee = gdkvina = exp (x+y).

xIna

OxOIR, Oy DIR, S = e —gxp (x-y).

Ina
ey

OXO IR, OnOZ, (€)' =™ = exp, (n).

n

Pourx=1, onOn0Z, (") =e™* =exp,(n)=a".
Par convention, exx sera notéa”.

X — ~Xlna

a =e€
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a =1.
alza.
a* =a*xa’.
., a
a=—.
ay
Ina*=xlIna.
() =e
a*b* = (ab)".
_ 1
X —
a =
a

5.2.1.2.2.3. Etude de la fonctiof(x) = a*.
Le domaine de définition deestIR avecalIR;.
Sa fonction dérivée esit'(x) = exp,'(x) = exp, (x)xIna.
Trois limites sont possibles.
(1) Poura = 1, exp(x) =1.

(2) Poura> 1, il existe deux limites lim a* =+ et lim a* =0.

X — +oo X > —00

(3) Pour 0 «a< 1, il existe deux limites lim a* =0 et lim a" =+ .

X +oo X - —00
Pour les variations, deux cas sont possibles.
(1) Poura > 1, exp est strictement croissante.

(2) Pour 0 «a< 1, exp est strictement décroissante.
5.2.1.3. Les fonctions puissances.
5.2.1.3.1. L’exposant rationnel.

5.2.1.3.1.1. Les puissances et les racines éniemes.

SoientndJIN" et la fonctiorf telle que :

; IR" - IR"
X X" '

Sa fonction dérivée edt'(x) = nx"*. OxOIR;, f'(x)>0.
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x 0 +o
Fix 0 + +oo
oo
I
0

Figure 14. Tableau de variation d’'une fonction maisce.
f est dérivable et strictement croissantelBur
f est une bijection diR* dansIR". f admet donc une réciprogiié de IR* dansIR*, appelée
racine énieme.

afIR IR
x> ¥x

On note deux cas particuliers nst 1 alors¥/x = x. Sin= 2 alors¥/x = v/x.

5.2.1.3.1.2. Les propriétés algébriques de la racine énieme.
Ux" =x.
[xF =

OxOIRY,OXOIRY, y =X = x=y".

5.2.1.3.1.3. L’exposant rationnel.

1

Soient qDIN*,DxDIR:,i/;=xa. La racineq et la fonction exponentiellel sont
q

confondues sutR; .

P
La propriété caractéristique est la suivanedZ,q0IN",OxOIR,,x? =YxP = (W)p

5.2.1.3.2.  Les fonctions puissances.
Soity =f(x) = X". Par rapport & la fonction exponentielle de as¥"™, a devient la variable
et X la constante. Une loi puissance fait corresponare ligne a la énieme ligne. Prenons un

exemple :

ligne 27| 3 4" 8"
éniéme ligne| 10| 100' | 1 000' | 10 000
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La variablex est le numéro de la colonne retest un exposant fixe. Il faut remarquer que les
exposants non entiers sont indépendants de I'erleetials propriétés internes du systeme qu'ils

décrivent.
Autrement dit, une fonction puissance est unetfonaexponentielle de base« freinée »

par une fonction logarithmique de basele cas le plus courant et le plus pratigue demewme
basee. De toute maniere, tous les cas de lzase raméne a la baselLa démonstration est simple :

nln—x Ina
OxOIR,,OyOIR,NOIR, y = a™*%* :e( '”aj =e"* =x". Il faut noter que I'ensemble de
définition de la fonctiorx est IR;, ce qui signifie que la fonctiox?, par exemple, ne sera définie

que dansiR;, au lieu ddR en temps normalll en va de méme pour toutes les autres fonctitens

ce type déja connues. La fonction puissaxt@’est donc pas la méme chose que la fonction
élémentairex?, mais cela n’a rien de choquant puisqu’'une famcgpuissance est une fonction

exponentielle c’est-a-dire une fonction toujoursipee.

5.2.1.3.2.1. Les fonctions puissances.
Soit la fonction f (x) = x* aveca O IR et constant. Le domaine de définitionfdst IR’ .
La fonction dérivée des lois puissances E$k) = ax“™. Trois cas sont possibles.
Da=1Lf:x— 1
(2) a<0,f,'(x)<0.

x 0 1 oo
JLitx) -
teo_ 1
X
0

Figure 15. Tableau de variation d’'une fonction @aisce ayant un exposant négatif.
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(3)a>0,f,'(x)>0.

x 0 1 o
Lz +
+oo
i 1
]

Figure 16. Tableau de variation d’'une fonction @aigce ayant un exposant positif.

5.2.1.3.2.2. L’étude de la dérivabilité en 0.

X% 0, ga(x): fa(x)z X7
On calcule le nombre dérivé en O :

900-0,(0) o, 80

x-0 x—0 x-0 X X-0

= lim x° = lim el@nx

x-0 x-0

x
X
A partir de la, deux cas se distinguent :
(1)Sia>1=a-1>0, Iirrg(a—l)ln X =—00, donclirrg g,(x)=0.
(2) Sio<a <1, Iing(a—l)ln x =+, donclim g, (x) = +oo.

g, n'est pas dérivable en 0 mais il existe une tategyeerticale par rapport a lI'axe des

ordonnées.

Enfin, poura =1, f, : X X.

5.2.1.4. Conclusion.

L’étude de ces trois fonctions est au cceur depteghe par les fractales. Il faut donc bien

maitriser leurs propriétés algébriques et fonctdies.
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5.2.2. La définition des fractales

Grosso modpil en existe deux : celle du mathématicien Bemd@indelbrot et celle du
physicien Laurent Nottale. Elles ne sont pas cadidtaires, mais celle de Laurent Nottale est plus

générale.

5.2.2.1. Les concepts de distance et de dimension

Avant de définir ce qu’est une fractale, il favéglablement éclaircir les notions de distance,

de dimension, de dilatation et de contraction.

5.2.2.1.1. La notion de distance

Comment définir une distance ? La distance estmmsure qui nécessite au minimum
guatre points : deux points servant a définir ahoét (le plus fréequent dans le monde étant le metre
et les deux points dont on veut mesurer la distah@nalyse fractale va étudier les rapports

fonctionnels entre la distance et la dimension.
5.2.2.1.2. La notion de dimension

: : : . . L
Soit une ligne droite de longuelurPour la mesurer, avec un étalpi faut reporterl—.

Pour mesurer une surface d’un carré de toet de surfacd? il suffit de compter le

. . 2 . (LY
nombre de carrés de surfaeel ques = I2. Le nombre de carrés est dofe, c’est-a—dlre(l—j .
S

De méme, pour mesurer un volume d’'un cube de kcéé de volume.?, il suffit de compter le

3 3
nombre de cubes de volume I°. Le nombre de cubes est dolﬁe, c’est—é—dire(l—l'j )
Y

2
Si on pose, par exempléy =(|£j . Cette affirmation est équivalentel@N = Z(In[l—l‘j}.

Le nombre 2 est la dimensidh de notre surface qui est égaléZlaln—Nz D= In(nombré

L longueur)
Inf = In| —2--=
I étalon
On peut tres facilement élargir cette définitionldedimension. En effet, on vient de calculer la

dimension topologique (fig. 17) que présentent flasnes euclidiennes. Il existe toutefois une

dimension généralisée ou dimension fractale qued&finira plus tard.
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dr=-1| ensemble vide

dr =0 | ensemble de points

dr=1 | ensemble d’éléments d’'une courbe, d'un cefrcle

dr =2 | ensemble d'éléments d’'une surface, d'un plan

dr =3 | ensemble d’éléments d’'un volume

dr > 3 | ensemble d’éléments d’'un hypervolume
Figure 17. La dimension topologique.

Il faut préciser, enfin, que le terme dimensiorit @re réservé aux ensembles d’'un strict

point de vue mathématique afin d’éviter toute amfé

5.2.2.1.3.  Les notions de dilatation et de contraction
Une homothétie est une transformation géomeétrggueéduit ou agrandit une figure ou un
objet mathématique. Lorsqu'il s’agit d’'une réduntimn parlera de contraction. Lorsqu'il s’agit
d'un agrandissement, on parlera de dilatation. Aptemier niveau, une étude fractale consiste a
essayer de comprendre comment s’articulent difféeehomothéties dans un objet donné. Il s’agit
donc d’'une description d’'un processus.
Mathématiquement, si I'on part d'une échelle et que I'on la dilate ou contracte d’'un
facteur p, on obtient une nouvelle échellg telle que :
A =pA,.
Evidemment, sio > 1, on parle de dilatation et gi < 1, on parle de contraction. i = 1 alors |l
n'y a pas de transformation d’échelle (c’est urentdé). Sip = 0 alors la transformation n’est pas
possible.
Soit une nouvelle dilatation d& par un facteurp’ qui fournit une échellel, telle que :
A =p"A,.
On admet que le rapport de dilatation emyeet A, estp” = p’ p, donc:
Ah=pp A.
Enfin, il est important de remarquer qu’'une natatiogarithmique permet de transformer
les produits de dilatation en somme :
A =pA, = In(A)=Inp+In(A,).
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5.2.2.2. La définition de Benoit Mandelbrot

5.2.2.2.1. Les objets fractals

Une fractale (ou un fractal) est une figure ou abjet géométrigue qui combine les

caractéristiques suivantes (Mandelbrot, 1975, @) 15

(1) ses parties ont la méme forme (ou structgue) le tout, a ceci prés qu’elles sont
a une échelle différente ;

(2) sa forme est, soit extrémement irrégulie extrémement interrompue ou
fragmentée, et le reste quelle que soit 'échebdaaimen ;

(3) il contient des « éléments distinctifs » ddes échelles sont tres variées et
couvrent une tres large gamme.
« Les fractales sont des objets — qu’ils soienthérattiques, dus a la nature ou dus a 'homme —
gu’on appelle irréguliers, rugueux, poreux ou fragtés, et qui, de plus, possédent ces propriétés
au méme degré a toutes les échelles. C'est-a-deecgs objets ont la méme forme, qu’ils soient
vus de prés ou de loin » (Mandelbrot, 1997, p. 2®)si, il faut distinguer deux types d’objets :
ceux relevant de la forme euclidienne de dimensapologique et ceux relevant de la forme
fractale de dimension fractale.

« L’étude de ces objets constitue la géométrietdta. [...] C’est une géométrie du
déterminisme chaotique » (Mandelbrot, 1997, p. 83).ne s’agit pas vraiment d’une théorie, ni
peut étre méme d’une discipline, mais plutét d’'am&thode. Son ambition de départ était celle de
toute science : chercher des éléments d’ordre powdairer le chaos des messages que I'Homme
recoit de ses sens » (Mandelbrot, 1997, p. 33.reJrecommande pas la méthode fractale a tout le
monde, ni n'ai jamais essayé de I'imposer a qui cgiesoit », écrivait Benoit Mandelbrot (1997,
p. 33). Ces affirmations sont en quelque sorte seren cause par Laurent Nottale. Selon Benoit
Mandelbrot, les outils de cette méthode sont aubmerde deux : (1) savoir voir ; (2) croire en la
manifestation d’'un « principe d’échelle » dont Vamiance d’échelle est la manifestation la plus
couramment avancée. Cependant, 'usage montreleuest tres insuffisante. Laurent Nottale
(1993) propose un cadre beaucoup plus général tampde dépendance d’échelle, dans laquelle

I'invariance ne serait qu’un cas particulier etepttonnel.

5.2.2.2.2. La dimension fractale

La dimension fractale est un «nombre qui quanti® degré d'irrégularité et de
fragmentation d’'un ensemble géométrique ou d’uretobaturel, et qui se réduit, dans le cas des
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objets de la géométrie usuelle d’Euclide, & leunsedsions [topologiques] » (Mandelbrot, 1975,
p. 155). On parlera de poussiéres lorsque I'obgttél possédera une dimension comprise entre 0
et 1. Une mise en garde doit toutefois étre faie dimension fractale peut parfaitement étre
entiére. C'est le cas, par exemple, du mouvemenwrtien ou la dimension fractale est égale a
deux dans un espace a trois ou quatre dimensions.

Pour définir une dimension, on a besoin d'une m&swu plus exactement d’'une échelle de
mesure. La mesure est définie pdrc)=Ne® =Ny ou M est la mesureg est I'étalon,d la
dimension,N le nombre de pavés obtenus par I'étalpn,'unité de mesure (longueur, volume,

surface, masse...). Ce qui nous amene a une qudéstidamentale : quelle est la bonne mesure ?
« La mesure est une préoccupation de base des mathées. Comment définir la mesure d’un
ensemble ? Comment la mesurer ? Pourquoi ne pepa®mesurer une surface en metres cubes,
ou une longueur en litres ? Si [...] la cOte de latBgne n’a pas de longueur, c’est parce que la
longueur n’est pas une bonne « mesure » pour wbjed » (Sapoval, 1997, p. 64).

Qu’est-ce qui différencie un objet fractal d'unettnon fractal ? Et bien, simplement le fait
gue sa masse dépend du volume dans lequel ondadeon: M (5) = Ne&® ouM(e) est la masseéy

un préfacteurg le rayon d’'un cercle ou d’'une boule (ou encorenddarré ou d’'un pavé) et la
dimension du plan ou du volume ou de I'hypervolumeontrarig la masse d’un objet homogene
ordinaire, dans un espace a trois dimensions, egiogionnelle a son volume. La propriété
fondamentale d’'une fractale est que «la densitgemue de matiere d’'une fractale autour d’'un
point décroisse quand on s’éloigne de ce pointap@8al, 1997, p. 172), ce qui est I'opposeé de la
loi gaussienne normale.

Il nexiste pas une, mais des dimensions fractBle4975, Benoit Mandelbrolt vulgarisa la
dimension de similitude et la dimension de Haus@ef$icovitch. Il faut maintenant présenter

guelques unes de ces dimensions fractales.

5.2.2.2.2.1. Ladimension de similitude

La dimension de similitude caractérise les obgitto-similaires. « Un objet est dit « auto-
similiaire » si le «tout », c’est-a-dire I'objebut entier peut étre découpé en « parties », dont
chacune se déduit du tout par une similitude, @edire une réduction ou compression linéaire.
Une telle réduction peut se décomposer en une Hutiet suivie éventuellement par une
translation, une réflexion et une rotation [...]. @hqu’un tel objet est « invariant par une famille

de réduction » » (Mandelbrot, 1997, p. 40-41). «@int de vue mathématique, le processus de
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réduction peut étre rejeté indéfiniment. Il s’ensw@cessairement qu’un objet mathématique auto-
similaire contient des détails infinitésimaux » (Malbrot, 1997, p. 41).

« « Auto-similaire » peut signifier que toute partle I'objet, convenablement « dilatée »,
peut étre superposée sur une partie plus grang&tdte ce processus indéfiniment, on voit qu’'un
tel objet, dit « invariant par dilatation », estcagsairement de taille infinie » (Mandelbrot, 1997,
p. 41).

5.2.2.2.2.1.1 Quelques rappels mathématiques sur les similitudes

5.2.2.22.1.1.1. Définition

Une similitude est une transformation qui mulBgdioutes les distances par un méme nombre
k non nul, appelé rapport de similitude. Par exemplee homothétie de rappoM est une

similitude.

5.2.2.2.2.1.1.2. Propriétés

e Théoréme 1. Les similitudes conservent les anglemgtriques.

« Théoreme 2. Regle de composition entre deux sud#is.s oS =5,

1Ky
« Les similitudes conversent: [lalignement, le plétame, les barycentres et
I'orthogonalité.

« Les similitudes multiplient les distances pates surfaces p&f et les volumes pac.

5.2.2.2.2.1.1.3. Décomposition d’une similitude

Le catalogue des similitudes est le suivant : titlenréflexion, translation, homothétie,
composée d’une rotation par une translation.
Il n’existe que deux types de similitudes possible
* la composée d’'une rotation par une homothétie sjuagpelée similitude directe,
c’est-a-dire qu’elle conserve les angles orientés. centres de la rotation et de
I’'homothétie sont supposés dans ce cas distincts ;
* la composée d'une réflexion par une homothétie egti appelée similitude
indirecte, c’est-a-dire gu’elle ne conserve paslegles orientés.
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5.2.2.2.2.1.2 La dimension de similitude

In(N)
In(:

géneérateur (généralement la longueur initialey-ete rapport de partage. « Pour les ensembles
r

La dimension de similitude est définie de la memisuivante :D = ou N est le

N——

auto-similaires, cette multiplicité [des dimensipast en général sans grande importance : toutes
les définitions finissent par donner la méme vate(ivlandelbrot, 1997, p. 53), mais pourquoi ? La
théorie de la relativité d’échelle répond a cettesgion fondamentale, mais ne brGlons pas les
étapes. En effet, la dimension de similitude nevimm pas aux fractales observées dans la nature
car on s’apercoit qu'elles « sont bornées et dépms de détails infinitésimaux » (Mandelbrot,
1997, p. 41).

5.2.2.2.2.1.3 Les problémes pratiques de la dimension de sirdditu

L’invariance d’échelle peut prendre d'autres nomsSinvariance par homothétie,
l'invariance par dilatation ou la similitude intexn

En pratique, l'invariance d’échelle n’existe padle est toujours bornée ou limitée par une
gamme de distanae Autrement dit, mathématiquement, oa a<r << A oua est la coupure a une
distance microscopique due a I'étalon choisAaist la coupure macroscopique due a la taille de
I'échantillon, & la longueur de corrélation, a défets de gradients...

En d’autres termes, l'invariance ne peut étre fiééri qu’asymptotiquement (avactres
grand) : c’est le concept de gamme d’échelle srifs. S’il existe des corrections aux lois
d’échelles, c’est-a-dire ou le préfacteur varidamction der. « En dessous de laquelle la géométrie
est réguliére, et une grande échelle, qui est simght sa taille. Ces deux échelles se homment
coupure inférieure et coupure supérieure. La nadefractale n'a évidemment d’intérét que si ces
deux échelles sont trés différentes » (Sapoval7199 76). La relativité d’échelle explique ce
passage entre coupure inférieure et coupure supérie’est-a-dire entre la partie de la structure
non fractale et la partie de la structure fractale.

Cependant, la dimension de similitude n’est qutas particulier de la dimension de

Hausdorff-Besicovitch.
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5.2.2.2.2.2. Ladimension de Hausdorff-Besicovitch

Dans la pratique, Benoit Mandelbrot a popularestéecdimension. Il faut toutefois préciser
gu'’il ne s'agit que d’'un exemple qui présente us glaitét théorique.

Soit un obje€k, de forme quelconque. Il n’est généralement pasipte de le recouvrir avec
des pavés identiques de c&t¢ mais on peut faire le recouvrement de I'objetvEcades boule¥;
dont le diametrer2est inférieur ou égal a :

m*(E) = Igiminf{zn:(Zr)” W, OE2r< 5}

-0 o
C’est ce que I'on appelle la -mesure de recouvrement. La dimension de HausBedfeovitch
est définie comme :
—_ N H a _
D —|nfia.I£|£r;m (E)=0}
D= sup{a: lim m*(E) = +oo}
£

] dim A &

Figure 18. Présentation schématique de la dimend®hrlausdorff-Besicovitch.

La dimension de Hausdorff-Besicovitch (di) est la valeur de pour laquelle la mesure

fait un saut de zéro a l'infini. Polr = o, cette mesure peut étre quelconque entre zéliofetil
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5.2.2.2.2.3. La détermination pratique de la dimension fracti@es un espace métrique

Il existe de nombreuses méthodes, en voici qustgnes. Chacune aura pour dimension le

nom de la méthode.

5.2.2.2.2.3.1 La méthode des boites

Une remarque préliminaire est a formuler en cecquicerne cette méthode : la « dimension
des boites » n’est pas la méme chose que la dioredsiHausdorff-Besicovitch.

SoitN(¢) le nombre de pavés de céteecouvrant :
In N(g)
-Ine

D =lim

-0

La méthode des boites est couramment utiliséelpsstructures auto-affines.
5.2.2.2.2.3.2 La méthode des boules disjointes

SoitN(e) le nombre maximum de boules disjointes de rayocentrée sur I'ensemble E :

b = fim M N(E)
-0 |In¢|

5.2.2.2.2.3.3 La méthode du compas

SoitN(¢) le nombre de « pas » de longuemécessaire pour parcourir E :
In N(g)

D=Ilim——~.
-0 |Ing|

Toutes ces méthodes sont, en réalité, équivalalaes un espace euclidien de dimension

finie. D est la dimension de Bouligand-Minkowski.

5.2.2.2.2.4. Méthode de calcul de la dimension fractale d’'ureertsle de points (Berge, Pomeau,
Vidal, 1988, p. 159)

1. Un cercle (ou une sphere ou une hypersphére) da ragst tracé en prenant pour centre
un point quelconque de I'ensemble.
2. On détermine alors le nomblr) de points situés a I'intérieur du cercle et saati@n
en fonction de.
« Casgénéral N(r)Or".
0,63...

« Ensemble de Georg CantoN{r) O r
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« Ligne (dimension 1) N(r)Or.

« Surface (dimension 2)N(r) 02,

5.2.2.2.3. Les fractales auto-affine

L’auto-similarité fait appel aux transformations t rotation et d’homothétie, c’est-a-dire
une similitude, d’ou son nom. Toutefois, elle neagecouvrir la totalité du concept de fractalite.
Benoit Mandelbrot (1997) a appelé auto-affinitéités les transformations linéaires plus générales
de la forme :

SX) =T.x + b (Dubois, 1995, p. 85)
ou §x) est une application d&" dansIR", T est une transformation linéaire $Rf' etx etb sont
des vecteur dan®".

« Une transformation affin® est donc une combinaison possible de translatmafion,
dilatation, contraction, ou méme réflexion. A Idfélience des transformations par similarité, les
transformations affines contractent ou dilatent cawkes rapports différents dans différentes
directions » (Dubois, 1995, p. 85).

Tout comme l'auto-similarité, l'auto-affinité secbmposent en deux types de processus :
ceux qui sont déterministes comme I'escalier dubldiaet ceux qui sont aléatoires (coupe
topographique de montagne, oscillations boursieres)

Soit une variatiomf telle queAf = f(t+At)- f(t). Une courbe auto-affine a une équation

des différences de la forme :

In(Af
af =) o In(at) = at)in(at) - aft)= m((m))
ou I'applicationS possede la forme :
At - AAt
:{Af YN,

a(t) est appelé exposant de Holder (1859-1937), unémadticien, ou encore, exposant de

Hurst (1880-1978), un hydrologue. Il présente laipaarité d’étre relativement stable. Il varie

toujours entre O et 1. « Le comportement ai¢) fournit la base d’une distinction essentielle »

(Mandelbrot, 1997, p. 54) :

(1) sia(t) estindépendant del'objet sera dit unifractal ;

(2) si a(t) est dépendant del’objet sera dit multifractal.
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« L'auto-affinité implique plusieurs dimensions dtales et la multifractalité en implique une
infinité » (Mandelbrot, 1997, p. 55-56).

Enfin, un théoreme fondamental doit étre signatda coupe par un plan d’'une fractale
auto-affine est une fractale auto-similaire » (Sa@ho1997, p. 213). Autrement dit, les courbes de
niveau en deux dimensions d’un relief quelconqu, gxemple, sont auto-similaires alors que le
relief en trois dimensions est auto-affine.

L’auto-affinité telle que I'ont vue Benoit Mandetib et ses éleves, demeure un concept
relativement ambigu. Cerner les cas d’auto-affipi&sente de nombreuses difficultés pratiques car,
finalement, elle est assez facilement confondue d&eoncept de multifractalité qui renvoie lui
aussi a une variation de la dimension fractalethéarie de la relativité d’échelle permet de régluir
cette ambiguité comme nous le verrons plus tardr Pbeure, il faut nous atteler a définir la

multifractalité selon Benoit Mandelbrot.

5.2.2.2.4. La multifractalité

Contrairement, a ce que l'on lit trop souventsigit bien d’'une invention de Benoit
Mandelbrot, des les années 1950. Toutefois, Viedtque le terme a été inventé par Frisch et Paris
dans les années 1980 lorsqu’ils étudiant la turtm@lepar cette méthode. Le caractére multifractal
est attaché a I'hétérogénéité de la distributidestea-dire gu’il n’existe pas d’exposant unique la
caractérisant. Autrement dit, I'exposant devientialde, c'est-a-dire que le processus de
changement d’échelle se transforme en méme tenmgpteqhangement d’échelle lui-méme. On est
donc obligé de créer une « fonction dimension &lact, appelée exposant de singularité. Effectuer
une analyse multifractale revient a chercher celqueappelle le spectra) des singularités qui
« peut étre introduit comme une quantité qui doune caractérisation relativement précise du
degré de régularité et d’homogénéité d'une mesactdie » (OMT, 1995, p. 6). Il faut également
rechercher le specte€g) qui va décrire un comportement de quantités kajks ».

Il s’agit ici de présenter succinctement la mediitalité & partir du manuel de Jean-Frangois
Gouyet (1992) et deOndelettes, multifractales et turbulend@®95).
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5.2.2.2.4.1. Définitions

Soit ¢ une mesure quelconque®tipg son support.

5.2.2.2.4.1.1 L’exposant de singularité

On appelle exposant de singularité au pejifl Supp, la limite :

o Inu(B, (¢))
a(xo)—j'[gﬂlT

ou B, (&) désigne une boule centréget de tailles . Il s'agit d’'un exposant de Hélder particulier.

Cet exposant mesure la singularité de la mesuwpiainage d’un poin.

5.2.2.2.4.1.2 Le spectrd(a) des singularités
Le spectrd(a) des singularités associé a la mesurest la fonction qui, a tout, associe la

dimension fractale de I'ensemble des poigtels quea(x,)=a :

f(a):d{{xo D(i“(—p&%’}a}}

L’exposant de singularité¢ en un point rend comptedegré local de régularité¢ de la mesure

considérée. La définition de(xo) indique simplement que de maniére générale, orrpe@arire :
,LI(BXO (5))~ CE"(X{’) aveca = Oa priori quelconque.

Plus la valeur der(x,) est petite, moins la mesure est réguliére auteus.d

Le spectrd(a) des singularités décrit donc la répartition stajue des exposantssur le

support de mesure. Ainsi, si I'on pave le suppe@rtlal mesure de « boite » de taide alors le

nombre de ces boites dont la mesure varie comfmpour una donné, se comporte de la fagon

suivante :
(£)~e1@,

Une mesure sera qualifiée d’homogéne si son spees singularités est concentré en un

N

a

seul point. C’est le cas des fractales auto-sineaou auto-affines. Si le supportf@e est large, la
mesure considérée n’est pas homogene, I’expasé()tfluctue d’un point & l'autre du support de

L ; on parle dans ce cas de mesure multifractale.
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Le maximum def(a) correspond ag—fzqzo. Il a par conséquent une signification
a

Dy
particuliere. Enfin, & tout%z%, MO(‘E):[EJ avec 7(q)=maxf(a)= f(a(0)=D,, le

maximum de(a) correspond a la mesure uniforme sur le support.
Enfin, il faut remarquer, pour mémoire, que lel@ntref(a) et oy sont les transformées de

Legendre 'une de l'autre :
f(a)=aa,-(a-1)D, ;

5.2.2.2.4.1.3 Le spectre(q)
Soit une mesure(q) et un recouvrement de son support par des dep(eé de rayone¢.

Soit N(s) le nombre de boules nécessaires. On consideretqduy ] IR, la fonction de partition
N(e)
2(a.6)= 3 () ot on pose (6)= 1 (B €)).
i=1
On définit le spectrgq) a partir du comportement en loi puissanc@ﬂq 5) quande - 0"
Z(q' g) ~ gr(q) ,
et le spectre des dimensions fractales généraliséese le rapport :

_r\q

La dénomination « dimension fractale généralisé&m»comprend si I'on remarque, d’'apres la
définition ci-dessus, que pogr= 0, la fonctiorD, est €gale a la dimension fractale du support de la

mesureDg = dr. Pourq = 1, D4 caractérise le comportement dans les échelle'snflerination (ou

lentropie) 1(g)=3" s (e)In(x()). Il faudra revenir sur son étude plus tard. Cappelle

dimension d’information. Poug entier,q> 2 Dq peut étre reli€é au comportement des intégrales de
corrélation aq points.

Les exposantg(q) décrivent le comportement de quantités « glob:a,lez(q,e), qui
peuvent étre considérés comme valeurs moyennés support de mesure

Z(a.6)= [ pla)e").eda.
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5.2.2.2.4.1.3.1. La signification de(q)

On considére la mesure suivanti; ()= u(e,x )* . Que représente-t-elle ? On distingue

quatre cas :

guandq = 0, Mo(e’) représente le volume du support mesuré en intergai

DO
MO(‘E):(EJ avecDy = 1 pour le segment [0, 1] ;

e quandq = 1, Ml(g) représente la somme sur le support des mesures dan

I'intervalle ¢ :

[11.]

M, (g)= p‘[,]] =1;

[7]=[00..0

* quandqg - +o, Mg est dominée par les régions de trés forte de#sité
£

* quandqg - —o, My est dominée par les régions de faibles den‘éité
£

Le parametre permet de sélectionner les sous-ensembjesoEespondant a des densités

plus ou moins grandes.

(q_l)Dq

On pose Mq(g)z £ . Les Dq sont appelées : dimensions géneralisées d'ogdre
L'avantage dé, sur lesz(q) réside dans le fait que ceux-ci se réduisent édasdimension fractale

D quand I'espace est homogéne c’est-a-dire :
Ox, (e, %) 0 e® carM,(e)= Y ule,x ) D e® DePe® =D, =D.
Supp Supp
D, décroit de maniére monotone quanctoit.

M, (é‘) =7 avec Z'(q) = (1— q)Dq = Igltrtl)ﬁ In(zi: (,u(g, X ))q) :

5.2.2.2.4.1.3.2. La forme et la signification de:.

Quandq = 1, I'expression précédente est indéterminée.

D; est appelée dimension d’'information. L'ensemblepsut E,1) contient presque toute la

mesure de I'ensemble E.
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L'exposant de masse de la distribution de mesu(ge x )* au moyen de lay mesure de
recouvrement s’obtient comme la somme de volumésathtairese” pondérés par leur mesure
associéeu”.

osin > 7(q)

Soit ”%(E'ﬂq)='j['gzﬂ(fl>ﬁ)q€” - E%Mq(e)g”, doncn17(E,,LN):{+ooSi,7 <1q)

7(q) est 'exposant de masse de la distributitin

5.2.2.2.4.1.4 Bilan

Jean-Francois Gouyet (1992) démontre que les diptisf(a) etz(q) sont les suivants :

0
= a_q r(q)

et

avec cing conditions :

(1) a=Y4,l00,(p,) ;
B
2) f(a)=->4,.100,(8,) :
g

(pﬁ)q .
2P

B

(4) 7(q)=log, > p," ;
B

(3) ¢, =

(5) qUIR.

Les grandeur§(a) et 7(q) permettent de caractériser les hétérogénéitédistiébution des
mesures que l'on appelle mesures multifractaleanalyse multifractale a pour but I'étude de
fonctions dont la régularité ponctuelle peut vadam point. Le formalisme multifractal est basée
sur la caractérisation suivante qui relie la regidigponctuelle ausupremalocaux D, . Toutefois,
ce résultat est valable siest uniformément holderienne, c’est-a-dire un ttas particulier de
multifractalité.

En effet, on dit qu’une fonctioihest uniformément holderienne s'’il existee efC > 0 tels

que :

-115/202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007
Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

0x, y, | f (x)- f (y)| <Clx-y|

L’exposant de Hoélder de toute fonctibaniformément holderienne est donné par :

. In(D
Hol)= fim
A3A; (%) n

A;(x,) désigne lintervalle dyadique de coté@ntenank, (donc 34, (x,)) représente cet intervalle

ainsi que les deux intervalles adjacents de ménglkeur.

5.2.2.2.4.2. L’approche statistique des multifractales

La variation de la dimension fractale, caractéripér les spectrdén) etz(q), nécessite une
approche statistique classique. On définit ainsi mmesure fractale suivant une loi binomiale et une

autre suivant une loi multinomiale (Gouyet 1992 polus de détail).

5.2.2.2.4.3. Le probleme inverse pour les fractales

Le probleme inverse pour les fractales ne seravgguer dans ce mémoire simplement
parce qu'il a été en partie résolu par I'approcbd_durent Nottale dans le cadre de la théorie de la
relativité¢ d’échelle. On appelle le probleme ineet®xtraction « des données [d’] un systeme
dynamique (ou ses caractéristiques principales)aigse invariant I'objet analysé, caractérisamt pa
la son processus de construction » (OMT, 199526).1

5.2.2.2.4.4. Conclusion

L’approche statistique des multifractales est ipalietrement « monstrueuse » et
compliquée, et en plus, ne présente qu’'un cascpéei de variation de la dimension fractale. Elle
traduit bien une volonté de trouver un modele difoo. Ne serait-il pas plus simple de trouver un
modele continu encadrant cette discontinuité ? tCéesque propose la théorie de la relativité
d’échelle par l'intermédiaire du concept de djion, une partie de la multifractalité est expliquée
comme étant solution d’'une équation différentiéllenc continue) dans I'espace des échelles.

5.2.2.2.5. Les problémes de la définition de Benoit Mandelbrot
Cette définition des fractales (auto-similaritétaaaffinité, multifractalité) est incompléte et
pose de nombreux problemes épistémologiques atitpeds.
* Probleme 1. De nombreux objets sont clairementidles dans le sens ou ils

présentent une tres forte irrégularité a touteséeselles, mais ne sont pas

invariants d’échelle que I'on soit dans le cas aimailaire ou dans celui auto-
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affine. Il est donc évident que des objets invdsadiéchelle sont rarement
déployés sur l'interface terrestre.

* Probleme 2. L'ouvrage de vulgarisation de Benointitdbrot (1975) a « trop
bien marché ». Tout le monde s’est mis a calcudsrrdodéles puissances, mais
un peu n'importe comment. En effet, la plupart daxcqui faisaient ces calculs
ont oublié que, trouver une dimension fractale,eséite une gamme d’échelle
suffisante variant au minimum entre®s 16!

» Probleme 3. Benoit Mandelbrot a défini les fractake leurs limites. En
géographie, par exemple, le choix de la limite dassif dont on calcule la
dimension fractale est arbitraire. Autrement digs ccalculs ne demeurent
valables que dans le cadre du choix des donnéepludgese limiter aux objets,
c’est nier I'existence méme de I'espace géograghitye serait-ce donc pas plus
utile pour la géographie d’adopter la définitiors despaces fractals de Laurent
Nottale ?

* Probleme 4. Benoit Mandelbrot a lancé de nombrepstas sur les fractales,
mais il n'a pas créé une véritable ligne directrgqpe présente la théorie des
fractales de maniere cohérente. A savoir, pourgelobbjet est « évidemment
fractal » et tel autre est « évidemment non fragtalu encore comment passe-t-
on d’un objet non fractal a un objet qui I'estifetersement).

Autrement dit, il faut mettre de I'ordre de cegéhéle presque empirique qui a tendance a
faire croire que I'on peut faire et écrire toutsein contraire a propos des fractales. C'est ce que
propose la théorie de la relativité d’échelle dereat Nottale (1993). Au cours de la suite de cette
partie, un cadre théorique précis va étre définrmaractériser les propriétés fractales d’un olajet
plus particulierement d’'un objet géographique. hetip suivante va présenter quelques applications

pratiques de ce cadre théorique.

5.2.2.3. La définition de Laurent Nottale

Le physicien Laurent Nottale part de deux constats
» Constat 1. Toute expérience ou observation menéarsaystéme est réalisée a
une résolution donnée.
» Constat 2. Les états d’'un systeme ne peuvent pasl&inis de maniere absolue,
mais seulement de maniere relative. Ceci s’applégiéchelle du systéme : seuls

les rapports d’échelles ont un sens, et non deslléshabsolues.
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Laurent Nottale n’est pas vraiment un « éléve Beeoit Mandelbrot. Il a plutét découvert
les fractales de maniere indépendante en partanediypothése qui parait évidente : toute mesure
physique dépend de I'échelle a laquelle on la fait.cours de ses recherches, il a appris que ses
objets dépendants d’échelle avaient été appeléxctales » par Benoit Mandelbrot. Autrement dit,
la définition de Laurent Nottale des fractales Egierement différente de celle de Benoit
Mandelbrot, comme il aime le préciser. De plus,nbé&videmment, les deux définitions sont
complémentaires, mais Laurent Nottale plante urodé&eaucoup plus général et cohérent que
Benoit Mandelbrot.

En effet, Benoit Mandelbrot a défini des « obfedstals » (1975), alors que Laurent Nottale
parle d'« espaces fractals » (1993). Subtile nu&nblen, tout simplement, parce qu’'un objet est
défini a sa limite c’est-a-dire de I'extérieur —ai veut faire une analogie avec la géographie, il
s’agit d’un territoire, d’'une région, d’un domaingtc. — alors qu’un espace est obligatoirement
défini de l'intérieur, ce qui signifie que I'on aoic plus besoin de limites pour caractériser le
phénomene observé.

La suite des définitions présentera les résuftatdamentaux de la théorie de la relativité
d’échelle de Laurent Nottale (1993). Il s’agit, paune large partie, d’une traduction francaise du
chapitre 3 de l'ouvrage de 1993, diment complétéemise a jour, mais surtout commentée.
L’'approche sera trés mathématique dans le butaetedadrer les différentes situations qui peuvent
ou pourraient se présenter en géographie. Quelgp@gcations en géographie seront présentées

dans la partie suivante.

5.2.2.3.1. Les fondements des fractals

Le terme «fractal » a été attribué par Benoit dédlorot pour nommer des objets, des
courbes, des fonctions, ou tout autre ensemblessuextrémement irrégulier et/ou fragmenté a
toutes les échelles. Ces objets peuvent étre éaissd par des dimensions non intégrables et par
leur non différentiabilité.

Deux ensembles ont la méme dimension topologigeé seulement si on peut définir une
transformation continue entre eux. Les dimensiopslbgiques demeurent intégrables. Cependant,
des définitions alternatives des dimensions ontléténées, comme celle de Hausdorff-Besicovitch,
celle de la dimension de boites, celle de la dimende recouvrement et la dimension de similarité.
Les fractales sont habituellement définies comnseaiigets de dimension topologigDe, tels que
D >Dr.
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Cette définition semble étre trop restrictive,gouie beaucoup d’objets ou ensembles sont
clairement fractals et peuvent avbir= Dt ou une dimension non constante ou une dimensem bi
définie. On va adapter a partir de maintenant,défmition différente. Les ensembles et les espaces
gue I'on appelle fractal sont caractérisés par &mlrelle divergente. Cela signifie qu’ils sont des
espaces métrigues pour lesquels une mesure finieébe définie, mais qu’'une mesure standard
(laquelle correspond a leur dimension topologiquiest-a-dire la longueur d’'une courbe, l'aire
d’'une surfaceetc) tend vers linfini quand la résolution tend ve&ro. Cela inclut les fractales
usuelles (une loi puissance divergente conafieé®) mais aussi les « sous-fractales » comme les
divergences logarithmiques pour lesquell@s= Dr, et les « sur-fractales » par exemple, les
divergences exponentielles pour lesquelles la damearformelle peut étre infinie.

Type de fractale Type de divergence
Sous-fractale Loi logarithmiqueeP¢ = gPrriné
Fractale Loi puissancesDT"D - e(DT—D)InE
Sur-fractale Loi exponentiellg, a* = ™

Figure 19. La typologie des fractales.

Un ensemble ou un objet a une dimension mesurédgsboules de rayon variable. La

longueur d’un segment de « rayom »est de B la surface d’un disque de rayorest 77° ; le
7T3
volume d’une sphere esi3— ... Plus généralement, le contenu d’'une boule denraydans un

espace de dimensiapeut étre défini comme :

1 d
(HTZJ d
r2rd
C= =
r(1+dj (dj!
2 2

ouTI est une fonction gamma d’Euler.

Cette relation est généralisable pour les dimesstbesquelles ne sont plus intégrables. On
considére un sous-ensemble compadtun espace métriqud. F peut étre couvert pdi(c) boules
de rayon inférieur ou égalea

O0<lim < +00

£-0 [_[1+Dj
2

ou D n’est pas forcément entier.
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La dimension de Hausdorff est une généralisatmnmécessairement intégrable

D; = Iirgsupkl)glf), ouD > Dy par définition.
£ oge

Ainsi, un chemin simplifié et trés efficace poucdre le recouvrement des fractals par des
boules et rayons variables est identifié, par [@acessus, avec la construction d’approximations
successives de la fractale a résolution variablen trouve que la-mesure d’'un sous-ensemble
d’'une fractale de dimension de Hausd@rfést obtenu par :

V, =ée'P
ou la signification de la quantité fini@ émergera graduellement a partir du suivant.
Les cas spéciaux considérés auparavant sontélasiés. Quand = D, on trouve que la

D-mesure d’'un ensemble de dimension fractbleest la quantité finie,{ dans I'équation
V, =&, Quandd = Dr cela implique I'existence d’une loi puissance djemte de la mesure

usuelle (la dimension topologique). Cela est le leaplus fréquent utilisé par l'interprétation
physique et dans la mesure des dimensions fractdlest-a-dire que I'on tend naturellement a
mesurer le nombre de points d’'une poussiere fedamlongueur d’'une courbe fractale, I'aire d’'une
surfacegtc, lesquelles dépendent des résolutions comme :

V, =é&"P,

Quande tend vers zéro, der-hypervolume est la production d’'une quantité fididaquelle
est identifiée avec I®-mesure du sous-ensemble de la fractale considérée quantité infinie,
£ P Cette factorisation améne & un groupe de « resligation » des fractales.

Une définition alternative pour la dimension fedet est la dimension de similarité. Les
fractales auto-similaires de dimension de sim#dbditsont telles que quand on élargit par un facteur
q, on obtienp = g° versions de la fractale initiale. La relation emirg etD est alors :

SLL)
Ing
Dans ce cas trés simple, la dimension de Hausdbdés dimensions de similarité sont identiques.
On remarque que, dans ce cas, les fractales ontpropiété caractéristique : elles sont non
différentiables.

5.2.2.3.2.  Laquestion de la différentiabilité de I'espace

5.2.2.3.2.1. L’espace-temps différentiable

Dans le cadre d’'un espace différentiable, on a fmue fonction les relations suivantes :
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ar = d.f = d.f ou dc]tf désigne la limite a droite % , la limite a gauche.

dt  dt ot
d+f=|m]f@+d0—f&)etdj:=”m Hﬂ—f&—dﬂ'
dt  d-o dt dt a0 dt

5.2.2.3.2.2. L’espace-temps non différentiable

Dans ce cas, ces limites n’ont plus de senhdpil étre considérée comme une résolution, et
non comme un élément de différentiation. Il en Itésgue, par exemple, la vitesse sur une
trajectoire géodésique dépend explicitement dédalution :

x(t + dt, dt) - x(t, dt)
dt

mais rien ne justifie qud, (t +dt) = f_(t +dt) donc

f (t+at)= X(t'dt)‘gt(t - dt,dt)

Dans un espace non différentiable(t +dt)# f_(t +dt).

f,(t+dt)=

L’abandon de la différentiabilité de I'espace-terme signifie pas qu'il faille abandonner la
différentiabilité des grandeurs (physiques). La ndifférentiabilité de fonctionL signifie
simplement que :
f(t+dt)-f(t)

lim =+o0
dt-0 dt

au lieu de la traditionnelle limite
Im}f&+dﬂ—f@):0.

dt-0 dt
Dans ce casgt — —dt éventuellement, on parle alors de brisure de syenéfest-a-dire la
brisure de I'invariance par « réflexion temporddieale ».
Il existe aussi un autre type de brisure de I'ffarece dite par « réflexion spatiale locale »

dans le cas odx - —dx

5.2.2.3.2.3. L’opérateur différentiel de dilatation

Un opérateur est un outil mathématique qui rel&vgénéral du calcul différentiel qui décrit

une action de transformation sur variation de tenf&)ai.
X

Une dilatation ou une contraction est une trams&dion de la résolution de la forme :

&'=pe
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On définit une fonctioh qui désigne une transformation d’échelle :
L(e)=Ke™
Soit une dilatation ou une contraction infinitéalme — &£'= £(1+dp) a la résolution.

On effectue ensuite un développement limité ddoFaour obtenir :

L(e) = L(e +adp) = L{e)+ (£+édp—£)a|‘;—(:) _ L(£)+a|‘;—£‘€)£dp _ L(£)+gll'—r(f£)dp.

On poseD =L, ce qui donne :
ding

L(e)=(@+Ddp)L(e)
ol D est par définition I'opérateur de dilatation.
Les équations différentielles d’échelle a construront donc impliquer des expressions

telles que :

0
dine

L(x,£)=B(L).

Une telle équation et ses généralisations ne semidfautre que I'équivalent différentiel de ce que
sont les générateurs dans le cas des objets fatabtruits par itérations, mais au lieu de passer
d’'une étape a la suivante de la construction dd'ae dilatations finies discrétes, on passe deln

In & + d Ine. Ce sont des lois d’échelles. En d’autres terrfeesalcul différentiel effectué dans
'espace des échelles permet de décrire un comperntenon différentiable (a la limite) par des
égquations différentielles, ce qui apparait incrdagabe plus, 'emploi des équations différentielles

est possible grace a une fonction de lissage @éfiminme telle et se retrouvant dans les équations.

5.2.2.3.3. L'espace fractal

Pourquoi passer a un espace ? Tout simplement pare I'espace doit étre défini de
l'intérieur, a la différence d’'un objet qui est oéfde I'extérieur. De plus, la géographie spatiale
également pour objet d’étude I'espace géographguiene peut étre qu’évidemment fractal, ne

serait-ce que par ses fortes irrégularités.
5.2.2.3.3.1. Les courbes fractales dans le plan
La courbe de Van Koch se généralise dans le merplexe en premiere approche par une

. L 1 . .
base (ou un générateuf). est fabriquée dp segments de longueur. Les coordonnées des points
q

P; deF; sont données par :
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Z; =X +iy; :ipjeie‘ avecj =1 ap.

H_/

coordonnég  \—— ——

cartésienes coordonnése
polaires

On voit que le nombre de segments varie de®-al). Alors une autre représentation équivalente
serait donnée par I'angle polaire du segnjeappeléw;, ou I'angle relatif entre les segmerits-(1)

et ], appelég;. On choisit un systéme de coordonnées tel Fisoit identifié avec le segment

[0, 1]. La longueur des segments individuels eshteaant—, et la dimension fractale sera donnée

q
par :
p=NP,
Ing
La basd~; donne :
|
I [
S . E3 =4
Z —_ =
ZFEL_ | Zp
P e/
]
.
.
Zﬁ EIS

Figure 20. Processus interne de fractalisation.

On constate que :

Pourj=0, a0, =W, - w,,.

j
w =+ a, aveca, # Q
k=0

On note enfin que :

& i W 1 i W,
q=)€“ etz,,~-Z,==e".
j=0 q

Cela est obtenu par la résolution de I’équatErssina)j =0.

Un parametre peut étre maintenant défini sur la fractale ett jgé&kcrire dans les termes de

'expression dans la base de comptage
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$s=08.5,.5 =), Sp"
avec s prenant les valeurs intégrées de ® & 1. Ce parameétre est une normalisation de la
coordonnée curviligne sur une courbe fractale. léxainchie des figures reproduit la structure
hiérarchique de la fractale, ce qui permet d’édiéguation fractale sous la forme :

1 1,
— 123 i,
Z(s)=z, +oE {ZSZ +oE z, +]}
On a désormais :
¢SK Sa QT +0sk

et I'équation paramétrique de la fractale devient :

Cette équation peut également étre généraliséeldaas ou plusieurs transformations d’addition
sont appliquées au générateur, ce qui peut étret gir un opérateur, alors on obtient une
généralisation :

2 (O H 1
2=y
1

Z(s) = x(s)+iy(s)

oux(s) ety(s) sont les fonctions fractales dont les approxioreisuccessives sa(s) etyn(s).

La structure de l'équatiorz(s)=>" p, e*
1

est remarquable puisqu’il est évident que la
partie jouée pap sur la fractale eq dans le plan:s=Y sp™ = Z(s)=>.C,(s)g™. Une
construction « intrinséque » de la courbe fractmat étre ainsi faite. On se place &yr On a
seulement besoin de connaitre le changement detiditede chaque segment élémentaire de
longueurg™ de I'étape suivante. Sur le générateur fraBtalces angles ont été nommeés Le
probleme est maintenant de trouw€s).

Les points dd-, qui sont communs avdcsont caractérisés par des parametres ratiosnels

et decrits avea figures dans la base de comptpges=0.s.S,...S,. Il dénotes,, le dernier chiffre
non nul des, c’est-a-dire que

s=24 2, 4+ X

p p’ pe
Il est facile de vérifier, prouvé pam, =w, -w,, que l'angle relatif entre le segment

numéros.p” —1 et le segment numésp” surF, est donné par :
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a(s)=a

s |

Cette formule définitCOMPLETEMENT la fractale par un chemin trés simple, uniquenpant la
(p —1) structure des angles, et indépendamment du systéme de coordonnéesypiars dans le

plan &, y).

On peut finir cette partie en considérant une eaggnéralisation de la construction des
fractales. La courbe de Van Koch est discontinuesdies échelles a cause de la discrétisation de la
méthode qui consiste a appliquer des génératewascantinuité de la construction peut étre
retrouvée en introduisant des pas immeédiats eRfret Fn.;. On définit un sous niveau de

fractalisationk, tel queO<k< 1l et on générali&e(s):ash dans le chemin suivant : en se placant
seulement suF,, sis, = 0 alors a(s):ash, tandis que s, # 0 alors a(s) = ka, . La courbe

fractale est dessinée dans les termes de la vawdallespace et de la variable d’échelle BX).

5.2.2.3.3.2. Les courbes fractales dans I'espace
DansIR?, la rotation d’opérateurs complexes est simplememiplacée par une matrice de

rotation en trois dimensionBy. Le générateuF, est défini par les coordonnées dgepoints,
Uk = (Xk, Yk, Z4) €t le point du paramétessera défini par le vecteur :

— -k
U (S) - Zk Rsk Rsk—l'" RSLU 5k+1q '
Dans le méme chemin, si on lui donne la matriceotiion relative® sur le générateur, I'équation

intrinséque de la fractale est donnée par la derfiigure (de rang) non nulle de Is-expansion :
Als)=A, .
Une intéressante particularité de la sous-classedelle fractale est la classe de courbes de
dimension fractale 2, puisque comme ce sera vu daasprochaine section, c’est la dimension

fractale universelle des trajectoires des partgele mécanique quantique. lls sont construitgpar

= g segments de Iongueupls, dans le cas d’'une parfaite auto-similarité. Le das générateurs
q

orthogonaux dan$R® est particuliérement simple. Par exemple, ayec 3, etp = 9, on peut

construire entre autres, les générateurs suivants :

ou encoregl = 4, etp = 16,
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etc

5.2.2.3.3.3. Les surfaces fractales

Bien que l'étude des courbes fractales soit maant instructive pour comprendre les
propriétés des espaces fractals - puisque lesslighedésiques des espaces fractals et des espaces-
temps sont des courbes fractales particulieres-pdeblemes plus spécifiques pour les espaces
(comme comparer des fonctions ou des applicatomsmencent a étre rencontrés quand on étudie
les surfaces (c'est-a-dire les fractales de dinmengieux). On illustrera ce point aprés une étude
préliminaire d’'une classe particuliere des surfdasales faites des cotés orthogonaux.

En essayant d’obtenir un premier membre de cddigse par une généralisation a deux

dimensions du bien-fondé de la courbe fractale tdage parFo qui est un carré de c6té 1, on

: L. . . 1 . . .
obtient le générateu; fait de 48 nouveaux carrés de Iongu%urS| on veut maintenant construire

F, par la méthode de « fractalisation » usuelle,t&edire en remplacant chacun des 48 carrés par
une version d’échelle d&;, une nouvelle et spécifique difficulté apparaittgalant les structures a
leur limite. Alors queF; peut lui étre égal quand il n'y a pas de rotatikume face sur une face

. . . . no_. .
adjacente, ce n’est pas plus long par rapport aagdeou la rotation relative estE. Désormais,

une compléte description d'une telle fractale imypéi non seulement I'offre d’'un générateur, mais
aussi de plusieurs égalités d’état d’'un coté atfealPlus généralement, un générateur de ce type
peut étre construit en lui donnant, dans un systeneordonnées cartésiersy, z), la hauteu;;

(i=0ag—-1;j=0aq-1) de la face horizontale ddafs Alors le nombre total des faces est :
p=q’+ Z‘an,j -Z; ‘ + Z‘Zi a4l
ij ij

. . : : . . In
Si ce nombre est conservé quels que soient lesectians, la dimension fractale e@tz—p. On

Ing
note qu’il y aurait un terme d’addition By contenait des faces d’embranchement retardées dans
lesquels cas le nombre de faces horizontales guaitarge quef.
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Figure 21. Exemple de surface fractale (Nottal€93,9P. 66).
5.2.2.3.3.4. Les fonctions fractales

5.2.2.3.3.4.1 La construction mathématique

Tout commence avec le théoreme de Lebesgue émont803, « une courbe de longueur
finie est presque partout différentiable ». Ce tBéwe a pour corollaire : « une courbe continue et
non différentiable presque partout entre deux pagst explicitement dépendante d’échelle, mais sa
longueur reste souvent bornée lorsque lintervdlkchelle tend vers zéro ». D'ou le théoreme
fondamental suivant, démontré par Laurent Nottalee courbe continue et non différentiable
partout est explicitement dépendante d’échelleadbsgueur tend vers I'infini lorsque I'intervalle

tend vers zéro.

5.2.2.3.3.4.2 La dimension fractale d’'une courbe
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L est wune fonction de dimension fractaleD qui diverge comme

o
L{(ij } = InL=InL, +5In(ij = 5=Ln;'. Il faut remarquer que ¢ =d., la résolution
£ £
dln(j
£

surL, D=5+D;.

5.2.2.3.3.4.3 Les fonctions fractales
Une fonction fractale est une famille de fonctiotépendant d'un paramétewe = Jdy
représentant les résolutions gumodulo une relation d’équivalencg
Soity = f(x,é&).
f=g - O&0x|f(xe)-g(xe)<e
et vérifiant
Oe,0n,00, , f(x.£)= [ @ (x ) (y,€)dy (mods,)
ou ¢ est une fonction de lissage. Cette relation inglique la fonction a résolutionest une

version lissée de la méme fonction a la résolution

%(x, £)= qp(x)[1+ &(x, g)[gjd} avec la moyennéé(x,¢)) =1

Chaque fonction de cette famille est différentiadile # 0. Seule la fonction fractale limiféx, 0)
est non différentiable.

Si on néglige la fluctuation résiduelfe- 1, est une solution d’'une équation du groupe de
renormalisation :

o o _( of
am[ej&_é@ axj

A
ou O est une dimension anormale. Comment cette dimenaimrmaled est-elle reliée a la
dimension fractal® ? La réponse dépend de la variable a laquelleebéera résolution : X ouy.

Alors, on a besoin de savoir d’abord la relatiotreetx et dy sur une fonction fractale.

1
L’élément différentiel d’'une fractale de dimensibnpeut étre écrite commex® , c’est-a-

dire comme la relation cherchée endkeet dy est :

@:&3

-128 /202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007
Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

1
Deés quedy >> &, I'élément différentiel sur le fractal deviedt = (d(2 +d/2)5 =¢Jy. La longueur

Y

totale diverge commey* ™ zg > et on obtient finalement la relation ci-dessus.

On suppose maintenant que dy. La dimension anormale est reliée a la dimengiactdile
par :
0=D-1=>D=1+9d
On suppose maintenant gur’est plus égale &y, mais adx, soite = .

f=g - O&0x D /x—x| <& f(xe)=g(x,&)ou f(x,&)=g(x€).

1
X et dy sont reliés par la relatiody = xP ouD est la dimension fractale.

0= 1—% =D= ﬁ_
En conclusion et plus généralement, la dimensiéahelle 0 est reliée aux dimensions
fractaleD et topologiquéDt par :
0=D-D; « D=D; +dquands =9y,
ou
1

J=D;-= o D=
D D, -J

quands = &x.

Ces deux définitions rappellent qu’'il n’y a pagdlielles absolues dans la nature. Seul un
rapport d’échelle entre deux systémes a un seesidte une dépendance d’échelle explicite dans
de nombreux domaines de la physique, mais ausss thaans d’autres sciences comme la
géographie ou cette évidence est défendue demgtelmps. De plus, ces définitions permettent, en
abandonnant la différentiabilité, de conserverdatinuité. Cependant, elles ne prennent un sens
fort que si on les rapproche du principe de reitgtiv

On peut noter un théoréme a proposéden effet, une définition compléte dans laquelle
sera donnée la dimension fractale de la dériveermealisée d'une fonction fractale qui est
formellement infinie. Cela signifie que :

d¢ (x,£)=¢(x, 5)(ij ,

dx P

avec( fini et e = &, sio = 1 alorsD = o pour la formule précédente. Ce résultat influeacer

énormément les dérivées suivantes. Autrement délleque soit la valeur dg & ne disparait pas
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puisque <E>:1 - et est alternativement positive et négative -geé la pente est finalement

proportionnelle &,
Une autre proprieté del& peut étre obtenue par une intégration de

o
E(x,g):¢(x)+{1+£(x,g)(§j] Pour Ihypothése quef est finie, on conclut que

0Xx

o
[—j J'E(x, g)dx est elle aussi finie, et que l'intégrale de disparu comme’, contrairement a
£

l'intégrale de|¢| laquelle est finie et non nulle.

5.2.2.3.3.5. Qu’est-ce qu’une dimension fractale ?

Pour achever la définition progressive du conakptlimension fractale, on peut affirmer
gue deux approches sont possibles dans I'espatemagins, trois dimensions :
(1) l'approche de Benoit Mandelbr@. est une dimension fractale constante définit

din X

telle qued=D-D; ou o= dine Il s’agit de la définition d’un objet fractal ;

(2) I'approche de Laurent Nottal@ devient variable ; c’est ce qu’il appelle la

dimension d’échelle.lnszdld%x, ou O est appelé djinn (ou dimension d'échelle variable)

s’agit de la définition d’'un espace fractal.
Enfin, il faut préciser que le terme dimension astbigu. En effet, il posséde deux
définitions :
(1) lorsque l'on parle de la dimension de I'eggaon évoque l'espace a trois
dimensions ;
(2) lorsque I'on évoque une dimension de I'espaoceévoque un vecteur particulier ;

c’est dans ce sens que doit étre comprise la dioed&chelle.

5.2.2.3.3.6. La dimension fractale variable

On introduit une généralisation simple de la ceude Van Koch qui peut avoir une

dimension fractale entre 1 et 2, qui est baséesgénérateur qui dépend d’un parametre angulaire

B.
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Figure 22. Générateur interne d'une fractale.

Le paramétrg est donnée par :

g=2(1+ co9).
La dimension fractale est :

_ 2
D(5)= 1+In,(1+cosp)

et B(D)= arcco%(;_l) —1} .

Maintenant, on peut construire une fractale a dsimn variable en généralisant I'équation

a(s)=a, :

als)=a, [A(s)]

5.2.2.3.3.7. Vers la définition d’un espace-temps fractal

Avant d’étudier plus en détail le concept d’espfeetal, on doit chercher a établir une
relation plus précise entre non différentiabilitéfractalite. On démontre que continuité et non
différentiabilité impliquent une dépendance d’étheDn considére une fonction contirfi@ entre
deux pointsAg(Xo, f(X0)) et Aa(Xa, f(Xq)). Puisquef est non différentiable, il existe un poist de
coordonnéesx(, f(x1)) avecxy < X1 < Xq, tel queA; n'est pas sur le segmeidAq. Alors la longueur
totaleL; = L(AoA1) + L(A1Aq) > Lo = L(AcAn). Maintenant, on peut itérer 'argument et trougdeux
coordonnées xp; et X33 avec X < X1 < X et x3x < X1 < Xo tel que
Lo = L(AoAo1) + L(ApiA1) + L(A1A11) + L(A11AQ) > L1 > Lo. En itérant, on construit finalement des
approximations successivés fi, ..., f, def(x) qui ont des longueutsy, L, ..., Ly qui croissent

avec la résolution.
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A

[—]état 1

[—] état 2

[—] état 3
Aﬂl gic,

Figure 23. Processus de « fractalisation ».

5.2.3. La théorie de la relativité d'échelle de Laurenttslie

La théorie de la relativité d’échelle est consérwutour des trois principes : le principe de

relativité, le principe de covariance et le prircgiéquivalence.

5.2.3.1. Le principe de la relativité

Avec Laurent Nottale, le « principe d’échelle »Benoit Mandelbrot est identifié au grand
principe physique de la relativité, ce qui aboutita définition d’'une relativité d’échelle. La
relativité d’échelle généralise I'application deactales. Les lois de la nature doivent étre valide
guel que soit le systeme de coordonnées choissysteme de coordonnées est défini par une liste
de nombres, ces nombres représentant les valewgsaddeurs qui caractérisent I'état du systeme
de coordonnées. Elles sont relatives a un autreeragstde coordonnées. Ce principe est
extrémement fort : une loi transcrivant un phénoenéaturel observé ne doit pas dépendre du
support, de I'espace support choisi. Il dépasse aaturellement, presque lui-méme le cadre de la
seule physique.

En géographie, cela fait une cinquantaine d’angéesnous recherchons des lois spatiales,
mélangeant les aspects naturels et les aspectspinties. Malheureusement, la dépendance de nos
lois par rapport au systeme de coordonnées chsiséwdente. En introduisant le principe de
relativité dans notre discipline, le sens de nosures et interprétations ne pourra qu’étre plus for

En fait, il existe « trois grandes relativitésla relativité galiléenne, la relativité restreimte
la relativité générale. Chacune de ces relativitéinit une relativitt du mouvement. A ces
relativités du mouvement, I'idée de Laurent Nottelt de définir une relativité d'échelle qui

portera le nom de relativité galiléenne d’échalidativité restreinte d’échelle et relativité géadér
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d’échelle. Ce travail n'exposera que la relativitéchelle galiléenne qui explique les cas ou la
dimension fractale varie peu dans I'espace-temipls eelativité restreinte d’échelle qui explique
certains cas de multifractalité. La relativité gee d’échelle ne sera qu’évoquer car les travaix n
sont qu'a leur début. De plus, ce sujet passionmemtconcernera sans doute pas l'espace
géographique dans la mesure ou il représente uacespmps localement plat. La relativité
restreinte devrait donc amplement suffire pourderile.

La relativité d’échelle est une représentationngémique de la nature, par l'intermédiaire
d’'un espace, et non plus un objet ! L'objet estqhoal et peu commode a généraliser. Un espace est

plus pratique car il est défini de I'intérieur, dotkescriptible en tout point.

5.2.3.1.1. La relativité galiléenne

C’est une premiere forme de relativité. Elle coiessés séparer espace et temps. La position
devient une conséquence du temps dans le cadre dfplacement. Elle est a la base de la
mécanique newtonienne dont le fer de lance estrilcipe d’inertie. Relativités restreinte et

générale montrent que ce n’est qu’un cas particujiune premiére approximation.

5.2.3.1.2. La relativité restreinte

La relativité restreinte change de cadre théorigmerapport a la relativité galiléenne. En
effet, on ne sépare plus désormais I'espace eti@g, mais on construit un espace-temps (a quatre
dimensions) plat (c’est-a-dire non courbe). La tmsion de la théorie n’est possible que si I'on
pose linvariance de la vitesse de la lumiére cuiieht donc la vitesse maximale de propagation
des interactions. De plus, chaque référentiel mesggour les distinguer, un temps propre, c'est-a-
dire le temps indiqué sur I'horloge liee a ce réftiel. Un changement de référentiel s'opere grace

a la transformation de Lorentz, c’est-a-dire urtation dans I'espace-temps.

5.2.3.1.3. La relativité générale

La différence entre la relativité restreinte etrédativité générale peut paraitre minime.
Toutefois, elle modifie profondément les équatioasadphysique par le simple fait de ne plus avoir
un espace-temps plat, mais courbe. Aussi, poumgdeer, Albert Einstein introduisit les principes
de covariance et d’équivalence qui montrent, eatriees, que la matiere équivaut a la géométrie
intrinseque (Nottale, 1998, p. 83).
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5.2.3.2. Les principes de covariance et d’équivalence

Le principe de covariance exige que les équatitmigent garder leur forme (la plus simple
possible) dans les transformations d’'un systemaélole coordonnées. On distingue deux types de
covariance : la covariance faible et la covariaftcte. La covariance faible correspond au cas ou
les équations ont gardé, sous une transformatias générale, la méme forme que sous la
transformation particuliere précédente. La covaeaforte correspond au cas ou la forme la plus
simple possible des équations a été obtenue.

Le principe d’équivalence articule les principes kklativité et de covariance pour un
« objet » donné. Il montre comment un objet pewg B#mplacé, dans des conditions bien précises,

par un autre équivalent.

5.2.4. La dimension fractale constante ou la relativitéctielle galiléenne

Les fractales a dimension constante corresponadat relativité galiléenne. On peut en

présenter deux types : le modéle puissance parrabtéle avec une correction log-périodique.

5.2.4.1. Les régressions linéaires ou la relativité d’éehghliléenne

Il s’agit d'un cas particulier des dilatations lgédes d’échelle. Il n’existe qu'une seule
variable d’échelle et une dimension fractale camstgMandelbrot, 1975 ; 1997). L'invariance
d’échelle n’est qu’un cas tres particulier de déjaerce d’échelle. En physique, elle correspond au
cas galiléen des lois de la relativité restreinéetklle.

Les lois de puissance rencontrées dans les coempents fractals auto-similaires peuvent
étre identifiees comme les plus simples des laikerchées. Elles correspondent a la plus simple
des équations d’échelle possible, qui s’écrit conume équation aux valeurs propres de 'opérateur
de dilatation :DL = bL. « L’auto-similarité est une sorte d’inertie d’étle » (Nottale, 1998,

p. 224). La solution est une loi fractale standiivérgente :
/1 o
L= L{—j ou 0 =D-D; avecD constant.
£

o est la dimension d’échelle définie par Benoit Mahtbt. D est la dimension fractal®r est la
dimension topologique de I'ensemble fractal (olgetespace)l et L, sont des grandeurs qui a-
dimensionnent ete. A est appelée échelle de coupligest la valeur initiale.

En fait, d correspond a un nombre qui caractérise I'accroisse del. avece :

5= dInL'
dine
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Sous une dilatation (ou une contraction) appdeaistructure galiléenne du groupe de

transformations d’échelle. On transformene¢’ :

In(@j = In(@j + 5(£)In(£j
L, L, &'
= J(&") = (¢)
Plus généralement, une transformation glopaldilatation ou contraction globale) décrite aunsei
de « I'espace » mathématique appelé « espace bdelleSc> s’écrit comme le rapport de deux états
d’échelle :
&
80
La structure mathématique est donc comparabldedet vitesses pour le mouvement (fig. 24) :
X =X + vtavect =t
La composition de deux dilatations: ete s’exprime de la maniére suivante :

£ N £I N £"
gll gll gl
Inf — | =In{ — [+In| — |.
£ £ £
Elle ressemble & = v + v avecvzln(—j, qgui est la loi de « composition des vitesses » du
£

groupe de Galilée.

Loi du mouvement Loi d'échelle
X position du point de vue dedn L: position du point de vue
déplacements des changements d’'échelle
t : mesure du mouvement J0: mesure des changements
d’échelle (ou djinn)
v : état du mouvement In: état d’échelle

Figure 24. Analogie entre les lois du mouvemeigstois d'échelle.

5.2.4.1.1. Une brisure de la symétrie d’échelle (ou I'appanitde la dépendance d’échelle)

Soit un espace-temps continu, mais non nécessaitedifférentiable. Les coordonnées
curvilignes que I'on peut définir dans cet espamags dépendent explicitement des résolutions
spatio-temporelled, =L(In &).

On suppose que dans I'espace des,(ln) soit solution de I'équation différentielle, quen

suppose étre du premier ordre en premiere approxima
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dL

= B(L) oulL est inconnue.
dine '8()

PourL variant peu autour d’une valeur constante, on feteé un développement perturbatif du
typep(L) =a + bL ; I'équation précédente devient :

dL
dine

=a+bL

ce qui se résout en :

et

ou Lo est une solution particuliere (le générateur)det-b. A est une sorte de dimension
caractéristique du cadre dans lequel on effectuelesures c’est-a-dire une échelle de coupgire.
symbolise les résolutions. Cette solution présdatex comportements asymptotiques particuliers :

* pour les micro échelles, s8> ,0a dépendance d'échelle deest une loi

/1 o
puissance. = L{1+(—j } ;
£

o
* pour les méso échelles, il 'y a pas de dépenddigohelle :1+(ij devient
£

négligeable ;

* pour les macro échelles, gi< , @a dépendance déchelle deest une loi

/1 o
puissance. = L{1+(—j } :
£

5.2.4.1.2.  La brisure de l'invariance d’échelle : les échetlestransition
A o
L= L{(—Oj } est la forme classique de linvariance d'échelie se différencie de la
£

dépendance d’échelle générale par I'absence dd =.+Cette invariance est spontanément brisée

par I'existence d’une dynamique. Si on changedioe du systeme de coordonnées, on obtient :

L= LOKA_OJT +L = L1{1+(ijd} ou A, :Ao(ijd
£ £ L

Cette équation en physique satisfait au doublecipénde relativité du mouvement et d’échelle.

C’est la solution de la plus simple équation déférelle en échelle que I'on puisse écrire (équatio
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du premier ordre ne dépendant quelLdii-méme). L’avantage de ce raisonnement est @il
reproductible. Le développement en série limitédagor se poursuit par un polynéme du second
degré, puis du troisiemetc

dL

T B(L)=a+bL+cLl?+dL® +... (Développement en série limitée de Taylor).
ne

Autrement dit, si 'on pousse plus loin le dévelepyent limité, on obtient des solutions montrant
plusieurs échelles de transition, en accord avecolaportement observé de nombreux objets

fractals naturels.

5.2.4.2. La correction log-périodique, un exemple de régossson linéaire

L’invariance d'échelle est caractérisée par dds jmwissances. Parmi les corrections
apportées a l'invariance d’échelle, la plus effe@t la plus courante dans de nombreux cas est la
correction de la loi puissance par une loi loggaique, qui est définie par I'apparition de
dimensions fractales complexes. Un des avantagel a®rrection log-périodique est que la

dimension fractale, bien que complexe, reste catesta

5.2.4.2.1. Les lois d’échelles non linéaire : les équationgdduxieme ordre et les dimensions

fractales complexes

5.2.4.2.1.1. La correction log-périodique et I'invariance d’éttae

Didier Sornette (2000, 2003) a essayé de moddimsrillation observée en utilisant une
dimension fractale complexe. Rappelons qu’'un noncbraplexe est un nombeetel quez = a+
ib, ou a est appelé la partie réelle ibtla partie imaginaire aveié = —1 (Murray, 1992). Ainsi
arrive-t-on a modeéliser cette oscillation en uaitis la forme trigonométrigue des nombres
complexes.

En effet,

V =V, e*™® =V g2e® =V, 2" =V, £2[codbIn &) +isin(bin )]
La partie réelle est
Relg) =V, e%codblne).
Elle correspond a une fluctuation log-périodiguefaut remarquer qu’il est trés courant
dans des sciences, comme la physique, d’utilisentenbres complexes pour ensuite revenir aux
nombres réels, ce qui, d’'un point de vue analytigsecorrect puisque les nombres complexes sont

une « extension » des nombres réels. Cette paréikercorrespondant a une fluctuation log-

périodique de l'invariance d’échelle.
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5.2.4.2.1.2. La correction log-périodique et la dépendance déeh

Sil'on revient a la théorie de la relativité déetle, il faut trouver une équation différentielle
d’échelle donnant cette fluctuation log-périodigua.démonstration est plus compliquée que celle
de l'invariance d’échelle, mais elle aura pour teffie satisfaire au principe de covariance : la
dépendance d’échelle log-périodique aura la mémadanathématique, mais plus sophistiquée,
gue la dépendance d’échelle puissance.

Avant de poursuivre le raisonnement, il faut opéne changement de variable et poser :

(1.1
Iy

1
, 0U — correspond a ce que I'on appelle la valeur créige maniere générale, et dans
r.C

i r.C
le cas des lois rang-taille, on appellera cettewdk rang critique.

Pour obtenir une telle fluctuation, il faut repdes I'’équation de l'invariance d’échelle :

?JI\I/—rEEg) -DV(g)=0.

On exige que cette équation ne soit plus égadz@:z

av(e) _

-DV £).
> ) bv(e)= xle)
Cependant, en vertu du principe de covariancegxge que)((e) corresponde a une

equation différentielle de la méme forme que I'éguade l'invariance d’échelle.

On obtient donc :

46)-ox

ouD’ =D +iw.
Toutefois,D’ correspond & une dimension fractale complexe. Brouwer V(g), il faut

dv(g)

dériver par le logarithme de Ia résolution I'éqaati =2~ DV (€)= x(g), ce qui donne :
ne

dVv(e) _ o dVv(e) _ dxle) |
(ding)’ ~dine dine

Dans I'équation (19), on remplac%’@ par sa vaIeurD')((g), ce qui correspond,
ne

finalement a une équation différentielle du secortte :

V) o+ 0) M) (Do (e) =0

(dIne)?
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L’équation précédente se résout tres facilemenelba correspond a un modele d’équation

différentielle connu dont la solution est :

V(g)=V,e° [1+be?)
oud=iw.

En posant I'équation précédente sous sa formenmigétrique, on obtient :

V(£) =V,£° (L+bcodwin ) +i{V,be® sin(win €)).
Dans cette équation, on exige, tout comme dananggpaphe précédent, que la partie imaginaire
soit négligeable, et on obtient la correction l@gipdique dépendante d’échelle :

V(g)=V,e° (1 +bcodwing)).

Autrement dit, le simple fait d’avoir un « + 1 spplémentaire par rapport a la formule de
Didier Sornette suffit a la transformer en unetretadépendante d’échelle et obtenir une équation
plus pratique.

Toutefois, la fonction log-périodique est une fomta quatre parametres. Deux sont
facilement paramétrables : la dimension fraciaketa qui correspond a I'ordonnée a l'origine de la
courbe a ajuster, c'est-a-dire la valeur initiddeet w restent a identifier. En conclusion, bien que
non linéaire, dans cette fonction, la dimensiorcthle reste constante. La log-périodicité n’est

gu’une correction qui améliore nettement la loiggsance trouvée initialement.

5.2.4.2.2. Discrétisation de loi log-périodique

En théorie, la log-périodicitéye) = ac® (1+bcodwin€)) est parfaitement continue. En

pratique, il faut discrétiser les données autouadaleur critique.
Ainsi la discrétisation des lois log-périodiquesét® utilisée, entre autres, par Laurent
Nottale gt alii, 2000) sous la forme d’une relation de récurrence
V. -V,
V., =V, +1—5,
g

Cette approche est intéressante dans la meswe etlg sont des parametres assez simples

a estimerV¢ est ce que I'on appelle la valeur critique. ligstal’'une valeur vers laquelle converge
ou diverge la série. Il n’y a pas vraiment de ctiadisurVc, si ce n'est que cette valeur doit étre
choisie a I'extérieur de la série des donnégesst, par contre, un rapport d’échelle constant qui

permet de lier toutes les données. On peut esgraerfc: de la maniere suivante :

V.,-V.,
g — _n+2 1 :
Vn+1 _Vn
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—_ gV +1 _V

e n n
C

g-1
Il faut noter qu'il existe de nombreuses autresides équivalentes a ces deux formules.

Pour l'instant, cette méthode n'a été appliqué@ gies séries chronologiques. La valeur
critique sera ici un temps critique (qui est I'agalent d’un rang). Toutefois, on pourrait imaginer
appliguer cette méthode a un ordre spatial, cespubien sdr plus compliqué. En effet, le temps n’a

gu’une dimension tandis que I'espace géographiqueau minimum deux.

5.2.5. Les fractales a dimension variable (ou djinn)

Il s’agit ici de montrer que «I'’horreur multifriede » n’est pas forcément nécessaire a

travers des lois d’échelle ou la dimension fractiEeient variable.

5.2.5.1. Les lois d’échelle, le djinn et le formalisme laggéen

Dans une relativité non galiléenn@, n’a aucune raison de rester constante. Cetteblaria
joue exactement le méme role que la varialolans les lois du mouvement. Il s’agit de comprendr
le cas de la dynamique d’échelle. La dimensionliée s devient une variable primaire, traitée sur
le méme plan que I'espace et le temps. Les résokigont définies comme dérivées a partir de la
coordonnée fractale @t c'est-a-dire comme s'il s’agissait de « vitesdé&chelle ». A partir des
variable et InL (t et x par analogie), on peut construire tout naturell@mee grandeur qui

jouera le role de la vitesse :

V=In(ij:dlnx )

£ do

Ce sens nouveau et fondamentale donné a la dinmed%ohelle, traitée maintenant comme une
variable, rend nécessaire de lui attribuer un nauvem : le djinn. Il faut noter que I'emploie de ¢
terme permet de contracter I'expression « dimenBictale variable ». Il s’agit de travailler dans
un espace-temps-djinn a cing dimensions. Le came®ctoriel des zooms est alors apparent, car
les quatre résolutions spatio-temporelles peuventdéfinir a partir des quatre coordonnées
d’espace-temps et du djinn :

Cax (/V’j dinL“
VV=— o In—|= .

dt ! do

L’accélération d’échelle est un nouveau concepesgaire au passage a des lois d’échelle

non linéaires et a une « dynamique » d’échellenttdiduction de ce concept permet de renforcer

® Attention. Ici,u correspond & un indice, et pas & une puissance.
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encore l'identification des fractals a dimensiomg&tante a une «inertie d’échelle ». L’équation

. ] L . . d’InL
«du vide » en échelle sécrit, a une dimensidns—— =0. Elle s’integre comme

(da)

dln—l_(d) = In(ij = constante Cette constante signifie ici son indépendanc®mection du djinng.
£

do

o
La solution prend la formel = Lo(dj :
£

Plus généralement, on peut faire I'hypothése gaddis d’échelle peuvent étre construites a

partir d’'un principe de moindre action. On intraduine fonction de Lagrange d’échelle

L (In L,U,5), ouvVv = In(ij. Comme pour les lois du mouvement, on peut paskebastence d’'un
£

lagrangien. (In L,U,5). A partir de ce lagrangien, on peut construire actéeon :
S= j L(InL,u,8)dd

et obtenir une équation d’Euler-Lagrange a partimdprincipe d’action stationnaire. Le principe
d’action stationnaire conduit alors a des équatiBsler-Lagrange d’échelle :
d oL _ dL

dd oV aInL

L’avantage de cette formalisation est qu’ellelestucoup plus générale et plus simple que

celle de la multifractalité.

5.2.5.2. La dynamique d’échelle et la force d’échelle

Toujours en poursuivant I'analogie avec les loisouvement, on peut approfondir le
concept de force d'échelle. En effet, l'introductidfune force d’échelle permet d’écrire une
version appliquée aux lois d’échelle de I'équatiena dynamique d’'lsaac Newton :
d*InL
(aof

A
2| 7
r_dZInL_d n(ej

CEENCE;

1 est une « masse d’échelle », qui mesure commeagsteme résiste a la force d’échelle.

F=,U|_=

ou

La force d’échelle constante dérive d’'un « potrtiechelle » défini tel que :
¢=FInL.
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d? In()lj .
On peut écrire—f =G =— =constante Il s’agit la de I'’équivalent pour les échelles

(do) H
de ce gu’est la chute des corps en gravité comst8atsolution est un comportement parabolique :
V=V,+G0o ;

INL=InL, +V,L +%<352.

Apres redéfinition des constantes d’intégratiatte solution s’exprime de nouveau sous la
forme :

5=50+1|n(ij ;
G ¢

ft)-=r(?)

Ainsi la dimension fractale, ordinairement constamst devenue une fonction linéaire de la log-
résolution, et le logarithme de la longueur varantenant, non plus linéairement, mais de maniere
parabolique.

« |l est fréquent qu’aprés analyse soigneuse aependance d’échelle d’une grandeur, le
modéle en loi puissance soit rejeté pour causeadaton de la pente dans le plan (loglog ¢).
Dans de tels cas, la conclusion que le phénomensidésé n’est pas fractal pourrait s’avérer
prématurée. Il s’agit au contraire s’'agir d’'un caripment fractal non linéaire relevant d’'une
dynamique d’échelle, auquel cas l'identificationl’étude de la force d’échelle responsable de la

distorsion se révelerait du plus haut intérét »t{&e, 2002a).

5.2.6. La relativité d’échelle restreinte

Le principe de relativité des référentiels galigest de celui de l'invariance d’'une certaine
résolution forment ensembles une relativité rasteed’échelle. En physique, il demeure assez
« simple » de deviner une telle échelle, mais, @goaphie, il n’est pas sir que I'on arrive a en
définir une. Pourtant, la géographie rencontre aes ou la dimension fractale devient variable.
C’est donc avec la relativité restreinte que lecepn d’'« espace-temps-djinn » prend tout son sens.
Elle n'a été développée gqu’'a deux dimensions, umeeksion d'espace-temps et le djinn. Un
traitement complet a cing dimensions reste a ialiSout part de I'idée que les lois fractales
standard a dimension fractale constante ont latsirel du groupe de Galilée. Cependant, ce groupe

n'est qu’un cas tres particulier et dégénéré dupgae Lorenz.
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De plus, avec la relativité d’échelle restreintedimension fractale tend maintenant vers
l'infini quand l'intervalle de résolution tend vensne échelle microscopique. En allant a des
résolutions de plus en plus petites, la dimensmactdle passera donc successivement par les
valeurs 2, 3, 4, ce qui permettrait de couvrir sndace, puis I'espace, puis I'espace-temps ad’aid
d’'une unique coordonnée. Il est donc possible dimidén espace-temps plat nécessitant, dans les
repéres fractals adéquats, seulement deux dimensiox trés petites échelles. En allant vers les
grandes résolutions, I'espace-temps-djinn voitisguéme dimension varier de moins en moins
vite pour devenir presque constante aux échellessaibles, qui s’identifie a la transition fractal

non fractal dans le référentiel de repos.

5.2.7. La relativité d’échelle généralisée

Le champ d’échelle correspond a une distorsiors daspace des échelles par rapport aux
lois auto-similaires usuelles, ce qui peut égaldéndtre représenté en termes d’espace d’échelle

courbe. Cependant, la théorie reste a construire.

5.2.8. L’équation d’Erwin Schrédinger généralisée et uneatgique induite de type quantique

5.2.8.1. La définition de la mécanique quantique (Messid@h9l; Cohen-Tannoudgt alii,
1977 ; Landau, Lifchitz, 1989 ; Gribbin, 1994)

« La mécanique quantique est 'ensemble des Eigssaires a la prévision du mouvement
des objets microscopiques » (Sapoval, 1997, p.LB8)fondateurs sont Werner Heisenberg pour la
théorie des matrices et Erwin Schrodinger pour laani&ue ondulatoire. La théorie d’Heisenberg
est une théorie basée sur la discontinuité. llis@dgn modele discret. Elle recut le prix Nobel de
physique en 1925. La théorie de Schrddinger esthéwrie basée sur la continuité. Il découvrit ce
gue I'on appelle I'équation de propagation de lacfmn d’onde représentant un systéeme quantique
donnée, plus connue sous le nom d’équation de 8icly@r. De plus, il démontra que la mécanique
des matrices et mécanique ondulatoire étaient atgntes, ce qui valut a Schrodinger le prix Nobel
de physique en 1926. La théorie quantique était@épendant, il lui manquait quelque chose : des
principes de fonctionnement.

La théorie quantique est une théorie fondée ssirag@mmes qui, jusqu’a présent, n'ont pas
éte démontrés. Laurent Nottale a réussi a le &iratilisant le principe de relativité et sa théate
la relativité d’échelle. Il a montré qu’a une cereéchelle de coupure, dans le cas de la physique
I'échelle de Planck, tout systeme, quel qu’il sdigvient quantique ! Les régles de la mécanique
guantique seraient-elles universelles ? Les quslgtravaux de Laurent Nottale avec le
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paléontologue Jean Chaline et 'économiste Pienmu&2000) tendent & étre des indices de cette
généralisation méthodologique. Ainsi, la mécanigpentique ne serait-elle pas la «bonne

meécanique » a appliquer en sciences humaines ?

5.2.8.2. La mécanique quantique et la relativité d’échelle

Il pourrait « exister dans la nature une fractahiuito-amortie. Les objets fractals seraient
« robustes » dans ce sens, et ce serait une desggiour lesquelles nous pouvons constater leur
existence : les géométries fractales « résistedrai@pux car elles amortiraient les excitations
auxquelles elles seraient soumises. Cela congtituexemple de potentiel d’auto-organisation »
(Sapoval, 1997, p. 175) qui peut étre identifitaacbnstante? de I'équation de Schrédinger
généralisée que nous allons définir maintenanta €alégalement permettre, plus généralement, de
définir la dynamique de I'espace géographique &lact

Trois conditions minimales permettent de transforhéguation de la dynamique classique
en équation de Schroédinger généralisée (Notta@3)19

(2) Il existe un tres grand nombre (& la limiteg infinité) de trajectoires potentielles
(espace des phases) ; cette condition est une quoarsge naturelle de la non différentiabilité de
l'espace et de la fractalité de l'espace, dansdse ou les trajectoires peuvent étre définies
précisément comme geodeésiques (droites, courbessds) de cet espace.

(2) Chacune de ces trajectoires est une coudmafe (la dimensio® = 2, qui
correspond a une perte compléte d’'information esidéplacements élémentaires, jouant ici un réle
particulier). Dans le cas d’'un espace et ses géntess le caractere fractal de I'espace implique
directement celui de ses géodésiques.

(3) Il 'y a irréversibilité au niveau infinitésima’est-a-dire non invariance dans la
réflexion de I'élément différentiel de temps &> -dt. Cette condition est une conséquence
immédiate de I'abandon de I'hypothése de difféadnilite. L'un des outils fondamentaux qui
permettent de gérer la non différentiabilité cotesen la réinterprétation des éléments différentiel
comme variables. La coordonnée dans I'espace dewrenfonction fractal(t, dt) et sa vitesse,
bien que n’existant plus a la limité €> 0, se définit maintenant comme une fonction flactha
nouveauté et qu’il y a deux définitions au lieurddy qui se transforment I'une dans l'autre par la

réflexion ¢ — -dt. Le concept de vitesse se dedouble :
v, (t.at)= X (e dtdt) = X )
dt
X(t,dt) - X (t it dt)

V_(t,dt) = " :
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La condition (1) conduit a adapter une descriptiin type « fluide » dans laquelle on
considérera le champ de vitesse moyext), t] de toutes les trajectoires potentielles.

La condition (2) rappelle que les lois d’écheldagisfont au principe de relativité. Dans le
cas le plus simple « galiléen d’échelle », la coartée (solution d’'une équation différentielle
d’échelle) se décomposait sous forme d’'un termssidae indépendant d’échelle et d’'un terme
asymptotiquement fractal. Ceci amene a décompesedédplacements élémentairesddx + df

sous forme d’une moyenne indépendante d’échelle\dit, et d’'une fluctuation dcaractérisée par

1
une loi de comportement fractalé [1dtP .

La condition (3) a pour conséquence un dédoubledesvitesses

V :d_X=V+£
dt dt

se décomposent en une composéeon fractale (donc dérivable au sens ordinairéjcgelle
- . d .
s’ajoute une composante fractale dlvergeiafe, nulle en moyenne. La source de ce dédoublement

se trouve au niveau de I'espace.
Sous l'effet d’'une variation det,dv va, au premier ordre, varier selon une fonctiorvde

seulement, conformément aux lois du groupe de nealigation :

N__fetfv)
dindt

c’est-él-direaavdt =—a+ bV+O(V2) par un développement autour de<< 1. La solution de cette
n

1+=
équation esV =v + W c’est-a-direV = 1+{(é] i avecv:<V> (vitesse moyenne). On pose

1 . . . .
—bzl—B. T est I'échelle de transitioné est une variable stochastique telle c(ufézo et

(£%)=1 (fig. 25).
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Esssssssssssssssssss s sl

=i
=

Figure 25. Décomposition de la composante du moameBur un axe en termes d’'une moyenne « classique
(différentiable) et d'une fluctuation fractale (ndifférentiable). Alors que le déplacement élémieataoyen et I'écart
temporel sont des infinitésimaux du méme ordke; dt, il n’en est plus de méme de la fluctuation fractdlent la

relation & l'intervalle de tempd® o dt, dépend de la dimension fractdbe

On est amené a introduire un double processumgitsionnel :
dX} =dx;, +dé. ,

dans lequebx, = v.dt avec<dﬂ> =0

i j 2-2D
et da_rd_f‘—'] :iéij (2_@) ,
dt dt dt

ol J représente le symbole de Kronecher@test un parameétre d'échelle fondamental qui

caractérise le comportement fractal des trajeoite n’est rien d’autre qu’une notation différente
pour I'échelle de transition fractal — non fractak parametre détermine la transition essentieile q
apparait dans un tel processus entre le comporteimaetal a petite échelle (ou les fluctuations
dominent) et non fractal & grande échelle (ou levement classique moyen redevient dominant).
Une représentation naturelle du dédoublement dablas da a l'irréversibilité consiste en
I'utilisation de nombres complexes ; on peut dém@njue ce choix est « covariant », au sens ou il
préserve la forme des équations. On définit un aipar complexe de dérivation par rapport au
temps, qui porte sur les quantités macroscopiquiEpendantes d’échelle, donc dérivables au sens

ordinaire,

gzg(d++d__id+—d_j
dt 2\ ot dt

puis une vitesse moyenne complexe qui résulte algidn de cet opérateur sur la variable de
position :
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vi=dyoyioig st u v
ot 2

Ainsi, a la limite classique oW, =v', la partie réelle de cette vitesse complexe stifiera la

vitesse classique tandis que la partie imaginaseadait.

Apres avoir défini des lois de déplacements éléames dans un tel processus fractal et
localement irréversible, il faut analyser les effele ces déplacements sur d’autres grandeurs
physiques. On considére une fonction dérivdpit), t). Sa dérivée totale par rapport au temps

S'écrit :

df _ of dX 1 o0°f dX'dx'

—==—+0f —+=———

dt ot d 20X'oX' dt
On peut alors calculer les dérivées « avant »agtiere » dd. Dans ce calcul, la valeur moyenne de
dXx d, x

3 devientﬁ:vi tandis que<dX'dX’> se réduit é(df;dfi‘> , Si bien que I'’équation présente se
transforme en un Laplacien en raison de I'équation

9848 (2]

dt dt dt

On obtient alors :

d, f =(£+V+D19Ajf.
dt ot -~

En combinant ces deux dérivées, on obtient I'exppassde I'opérateur complexe de dérivation par
rapport au temps :

4_9 .yo-ign.

dt ot

Il contient deux termes imaginaires supplémentaire®)] et —iZ A, en plus l'opérateur de
dérivation totale ordinaire(;j—t :%+VD .

On peut maintenant réécrire I'équation fondamen@¢ la dynamique en utilisant cet
opérateur de dérivation : celle-ci prendra alortomatiguement en compte les nouveaux effets
considérés. Elle garde la forme newtonienne :

m% =-[g, ou ¢ est un terme de potentiel.
Dans le cas ou le potentiel est nul et dans leocad s’agit d’'un potentiel gravitationnel, cette

éguation n’'est rien d’autre gu’une équation desdgsémues. On a mis en ceuvre un principe
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d’équivalence généralisé, grace auquel le mouvelgeavitationnel et quantique) reste localement
inertiel. Cette équation s’integre sous la formd'éguation de Schrédinger.

Plus généralement, on peut reprendre le déroulederta construction de la mécanique
lagrangienne avec ce nouvel outil. Le caractéreptexe de la vitess® implique celui de la
fonction de Lagrange, donc l'actiéh

La fonction d’ondey s’introduit alors trés simplement comme une ndevekpression de

cette action complexe :

i S
w:eme .

Elle est reliée a la vitesse complexe comme suit :

V=2iDOIny.
On peut changer l'outil de description et écriréqliation d’Euler-Newton en fonction de cette
onde :

ZiQm%(Dln(//):qu.

Apres quelques calculs, cette équation s’integres siorme d’'une équation de Schrddinger

généralisée :

i .0 ¢
DPNY+iD——-——¢=0.
v atw me

2 est une constante d’auto-organisation. Pour retmoliéquation de la mécanique quantique

. , .. h L . . .
standard, il suffit de choisiz =2—. L’énigme de I'émergence serait-elle résolue ?
m

En posantyy” = p, on trouve que la partie imaginaire de cette égnaist I'équation dite

de continuité :
0o .
—+div(pV)=0.
5 Fav(ev)
ce qui justifie I'interprétation de comme une densité de probabilité.

5.3. Vers un espace géographigue quasi quantique ?

L’espace geéographique est-il un espace fractariztionne-t-il avec une dynamique quasi
guantique ? Avant de répondre a ces questionst ib@n de préciser la non contradiction entre le
rapprochement de certains concepts géographiques des théories mathématiques. D’abord,
'espace fractal, au sens de Laurent Nottale, ptésk particularité d’étre indescriptible dans sa

totalité. Il est également capable d’englober toués échelles géographiques possibles. L'espace
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géographique peut donc étre mathématiquement défimime étant un espace fractal. De plus, il
fonctionne avec une dynamique quasi quantiquet-a-ere une dynamique probabiliste (donc
possibiliste) qui n’'offre donc aucune certitude, isnaimplement des cas plus probables que
d’autres, qui seront eux aussi définis mathématigpre. Il s’agit ici de dégager quelques
conséguences majeures de la définition de I'esgaographique fractal et de sa dynamique quasi

guantique induite.

5.3.1. Roble capital de la transition fractale — non frecen géographie

La relativité d’échelle éclaire un probleme cdpiae I'on peut rencontrer lorsque I'on
étudie un objet géographique par une analyse feaddeabord, elle explique la signification de la
loi puissance par l'introduction d’'une échelle dmigure a partir de laquelle un objet non fractal
aux petites échelles, par exemple, devient fraatalgrandes échelles. Cette observation est lourde
de conséquences car elle signifie qu’un objet patfaitement présenter un aspect non fractal a une
échelle donnée pour devenir fractal a une autreléchAutrement dit, I'analyse fractale permet
d’identifier les «bonnes échelles », les écheltpee I'on pourrait nommer « optimale » !
L’archétype, en géographie, demeure la ville. Lééémkntes analyses menées sur celles-Ci
(Frankhauser, 1994 ; Tannier, Pumain, 2005) sontcpawvaincantes car elles ne prennent pas en
compte le fait qu’'un objet comme la ville posseds dchelles spécifiques dans lesquelles toute sa
fractalité se manifeste. Ces études partent d'wtupet qui manifestement est faux, a savoir le fait
gu’'un objet est soit fractal, soit non fractal.félut arréter d’opposer les deux états, mais bien
comprendre qu’ils peuvent se succéder dans unendgna d’échelle que nous avons identifiée
comme étant quantique, ou plus exactement pougdgrgphie, quasi quantique. Pour une ville, on
s’apercoit que, globalement, elle est parfaiteniextdtale. Toutefois, localement, a I'échelle d’'un
flot, elle devient non fractale. En revanche, il bEnlogique que, dans le réseau urbain, cette ville
devienne également non fractale, alors que le wésdazain lui I'est. On s’apercoit alors toute la
complexité du raisonnement amené par l'analysetdi@cet du danger de certaines études qui
conclut un peu trop vite que cette analyse ne negpels. Encore une fois, tout dépend des échelles

de coupure dans lesquelles la fractalité se maaif@sne se manifeste pas.

5.3.2. Dynamique de type quantique en géographie

La dynamique de type classique adaptée aux saehgmaines fut un des échecs du
positivisme ou du bourbakisme. Aussi, la dynamidedype quantique semble étre mieux adaptée a
la théorisation des sciences humaines comme larggoig. En effet, le principe de relativité

d’échelle conduit a accepter que l'espace géoggaphsoit quasi-quantique, ce qui permet de
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conserver un certain degré de liberté. Autrementlds partisans de la liberté humaine de la
géographie sociale pourraient s'y retrouver puisgtagit d’'une théorie probabiliste.

L’espace géographique est donc « coincé » entd®neaine classique et le domaine quasi
guantique. Cependant, il ne faut pas oublier quealdalité se manifeste a tous les niveaux et qu’i
n'est donc pas impossible de trouver dans I'esp@ographique une nouvelle structure en échelle.
Toutefois, ce qu’enseigne la relativité d’échelle g&rographie est qu'il n’existe aucune échelle
absolue. On sauvait déja que I'espace et le terbpsla n’existaient pas (Albert Einstein, Henri

Poincaré). Aujourd’hui, avec Laurent Nottale, c’asttour des échelles.

5.3.3. Le rble de la constante d’auto-organisation

Enfin, il faut souligner l'importance capitale eréographie de la constante d’auto-
organisation de I'équation généralisée de Schr@dinign modification de cette constante, c’est-a-
dire son éventuelle évolution, transforme considléraent I'objet étudié. Il n’existe
malheureusement aucun exemple type en géographigefdis, certaines analyses de Laurent
Nottale avec Charles Auffray (http://luth2.obspif:uthier/nottale/) ont montré que la division
cellulaire ainsi que la structure méme d’une cellet d’'un tissu organique, dépend de la variation
de cette constante en fonction d’'une « énergiehéléz». On pourrait appliquer ce type d’analyse
dans I'explication des divisions spatiales desedéhts Etats actuels dans le monde. Par exemple, il
est peut étre possible d'utiliser cette possibpibéir le « réseau » urbain local, national ou maindi
en considérant que I'équation de Schrédinger défminme un champ morphogénétique qui a pu
avoir différents niveaux d’énergie dans I'histo@tequi se cristallise en des lieux qui sont detesor
de nceuds et correspondent a des villes. Il y ad@iic comme des singularités locales qui
phénoménologiquement seraient dissociées. Toutefels, nécessiterait une dimension temporelle
plus importante qu’elle I'ait aujourd’hui en géoghge. C’est ce qu’essaye de dégager I'exemple de

« Boves » et de I'espace historique picard.

5.4. Conclusion de la partie

La géographie n'a pas pris toute la mesure depitaghe par les fractales des structures
spatiales et de (ou du moins d'une partie de) despgéographique : elle a voulu absolument
chercher des modeles mathématiques discontinus qlee le modele mathématique continu est
bien plus puissant. Pourtant, la fondation de laani&ue quantique par Erwin Schrédinger en 1926
aurait d0 faire école. Un an plut6t, Wierner Helmng avait proposé un modele discret (celui des
matrices) pour expliquer la mécanique quantiquereanche, Erwin Schrdodinger, lui, propose un

modele continu qui explique la discrétisation deskiver Heisenberg ! Autrement dit, travailler sur
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les fractales, c’est travailler sur un espace ddgwles continu! A partir duquel, le modéle
discontinu émergera.
Pour conclure cette partie, on peut résumer lesoas espace, temps et espace-temps avec

les échelles (résolution ou djinn) par les figuzéet 27.

L'espace Le temps L'espace-temps
Distance Angle
La grandeur primaire Position Orientation Instant emps propre
La grandeur conservative Impulsion Moment Energie Impulsion
associée angulaire Energie
Moment angulaire
Les types de variables Vecteur Vecteur Scalaire d€uecteur
L'échelle Résolution de la Résolution Résolution Résolution spatio-
distance angulaire temporelle temporelle

Figure 26. Comparaison des différentes grandeuediales, temporelles et spatio-temporelles darcalire d'un

espace-temps fractal.

L'espace Le L'espace-temps-djinn
Distance Angle temps Espace-temps Djinn
La grandeur primaire Positior Orientation Instant emps propre Djinn propre
Impulsion
. Impulsion d’échelle
. Energie fa
La grandeur conservative . Moment . Energie d’échelle
- Impulsion . Energie .
associée angulaire Moment angulaire
Moment s
: d’'échelle
angulaire
Les types de variables Vecteur Vecteur Scalaire t&le@ cing composantes

Figure 27. Comparaison des différentes grandeusdiales, temporelles et spatio-temporelles darsaldre d’'un

espace-temps-djinn.

19 Rappelons que le traitement complet a cing dinoeissieste a faire.
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6. Quelques applications en géographie

La théorie des fractales doit étre au cceur delieation géographique. Cependant, sa mise
en ceuvre en géographie présente deux difficultés :

(1) la définition de Laurent Nottale est une saté synthese de nombreux concepts
mathématiques qu’il faut connaitre ;

(2) cette définition demeure malgré tout trop @iste pour les problemes
géographiques car dés que I'on essaye de les $bhéoon se heurte a leur complexité. En physique,
ce n'est pas le cas puisque I'on peut toujourgrpadutcas le plus simple pour aller vers les cas le
plus complexes. En revanche, en géographie, le sinipkiste pas. Il faut s’attaquer, presque sans
filet, directement au complexe.

Toutefois, difficile ne signifie pas impossible. &multitude d’essais existe, et fait encore
école. La suite de ce mémoire essaye de présaméugs applications possibles en géographie,
parfois, en faisant quelques détours, mais toujauex I'objectif ultime d’établir une théorie des
discontinuités en géographie par des équationsiparfent continues expliquant la morphogenese

d’objet géographique.

6.1. Retour a Boves : vers un modéle spatio-temporel

Depuis 2005, deux événements sont venus compéstertudes de I'espace géographique
picard du X au XXI° siécle : un texte dans &éopoint 200§Forriez, Martin, 2006, a paraitre) et
une amorce d'étude beaucoup plus complexe lors ate stage avec Laurent Nottale (juin-juillet
2006). Aussi, il faut en présenter une syntheseedgui a été fait d'une part, de ce qu’il resteigef

d’autre part.

6.1.1. La méthode pour mener I'’étude spatio-temporelle

Pour mener a bien I'étude spatio-temporelle, udeefa été construite pour recueillir les
données relatives a I'espace géographique et artanalogie historique de chaque motte et/ou
chéateau. Cette fiche sert de support dans la emtistn d'un systéme d’information géographique
sur Maplinfo 6. La premiére carte (Forriez, 2005jnportait de nombreuses lacunes. La plus
importante était de ne pas pouvoir ajouter facilema « découverte » d’'un nouveau site. Pour y
remédier, toutes les communes de I'espace hiswmigard (Pas-de-Calais, Somme, une partie de
I'Oise et une partie de I'Aisne) ainsi que de noeuhxr « lieux-dits » (ancien village rattaché a une
commune-centre), ont été reporté sur une nouvelte.cll est a noter que la carte support reste
celle de 200560 km autour d’Amiens
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FICHE N°

Nom de la commune : | Lieu-dit : | Code postal :
Sources des donnéest SALCH o CHRIST o AGACHE, BREAT
o FOSSIER o RACINET o BABELON
o Merveilles des chateaux o Quid o Autre :
Monuments : o motte Etat antérieur : Etat actuel : o chateau
o chateau médiéval o villa & proximité O détruit
o chateau moderne ou contemporain o autre : O ruines

Historique (rapide bilan des grandes phases connues du sitalra

Schéma spatial du site castral : Schéma chronologiq du site castral :
Aspect global o accélération
o décélération
O stagnation
= Tc= n total =
To= T3= Te=
T1= Ts= T7=
Ta= Ts= Tg=
Photographie : o oui Dépendant de : Statut :
0o non o domaine royal :
Statut : o bailliage
Cartographie : o carte 1 zone gép O seigneurie 0 sénéchaussée
o baronnie O prévoté
m carte 2 zone gép ovicomté o intendance
O comté o autre
carte 1 = 60 km autour d’Amiens O marquisat
carte 2 = cartes de Roger AGACHE o duché
Zone historique : O principauté Enregistrer sur PC :
o carte du X{ siécle reconstitué O oui
o carte de '’Amiénois au Xlflsiecle o non
o carte de la Picardie bourguignonne au °XV
siécle
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Le recueil des données relatives a I'étude spatigporelle des mottes et/ou chateaux de
l'espace picard historique est trés difficile. Erfegfil n’existe aucun ouvrage de synthese
répertoriant la totalité des mottes et chateauxplDs, les bases de données disponibles au service
régional d’archéologie de Picardie sont fortemeabmplétes. Richard Jonvel (2006) I'a montré.
Aussi, pour mener une étude globale, la principalérce de données sera provisoirement la base de
données des 36 000 communes de France du Quid/¢htipr.quid.fr). Cela permet déja de savoir
ou se localise principalement les mottes et chatdan nettoyage de cette premiere base sera donc
nécessaire pour une étude plus exhaustive. Aussi,fiadhe est systématiquement ouverte pour
chagque commune. Actuellement, seul ’Amiénois ad&pouillé de maniere systématique ce qui
représente un peu plus de 500 communes, I'ensatablespace en regroupant a peu prés 3 000.

De plus, la localisation des sites castraux resgéecise. Nombreux sont les textes qui
mentionnent un chateau dans telle ou telle comna@mé nous ne savons rien de sa localisation.
Aussi, pour prendre en compte ce probleme, ledasematérialisant le chateau ou la motte ont un
diameétre de 1 kilomeétre. Reste ainsi le problémeadiille des grandes agglomérations comme
Amiens qui ont pu accueillir plusieurs chateauxeam sein.

Bien qu'imprécise, la figure 28 montre une cohéeedans la répartition des chateaux et des
mottes : on les trouve a proximité des grands deesommunication (voies romaines, cours d’eau)
ou dans des zones stratégies comme au hiveau«dfdatiere » entre I’Amiénois et le Ponthieu
(Forriez, 2005). Cette nouvelle carte, beaucoup plmpléte que la précédente (Forriez, 2005 ;
Forriez, Martin, 2006), permet tout de méme de rgomer que la répartition atemporelle des mottes

et chateaux de ’Amiénois reste hétérogéne matgre t
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LA
L
t-
L
L]
*
N
oy
LA
®
*
L [ ]
& Y Y * b * hd hd Y N
a % e 7 hud ¥
Légende
L J commune ayant motte ou chateau A
A lieu-dit ayant motte ou chéateau N
[ ] péle organisateur ayant motte ou chateau
——  route 0 10 km
—  cours d'eau g

Figure 28. La carte de répartition atemporelle aasttes et chateaux de I’Amiénois (Etat mai 2007).

6.1.2. La réflexion sur I'analyse spatio-temporelle

6.1.2.1. Le temps

6.1.2.1.1. La loi de I'évolution de Laurent Nottale (2000)

Les données historiques et/ou archéologiquesisoattaines. La connaissance de la date de
construction, ou de destruction, d’'une motte, aindthateau, peut varier de I'année prés au siécle

prés. Il est donc plus simple de cartographier dage des mottes et chateaux que d'établir la
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répartition temporelle. Pour y remédier, nous alomodéliser ce temps historique par
I'intermédiaire de la loi de I'évolution de LaureNottale €t alii, 2000), a savoir :

T,=T.+(T,-T.)g™" ot g = k%
aveck entier si le nombre d’embranchements (choix patnt chaque bifurcation du systeme)
reste constant a chaque étape eb stst un exposant qui relie le rapport d’échellenambre
d’embranchements, €T, l'origine de I'évolution considérée déterminée pam événement
arbitrairement choisi a = 0.

Il s’agit d'une loi phénoménologique puisqu’ellest erestreinte a des phénomeénes
particuliers. Avant d’appliquer I'’équation, il faaaler les données avec trois dates. Ce calage
consiste a calculey et T¢ a partir des premieres dates. |l faut préciser que
Ton :TC(g_—gl)+Tn etT, =Tc+ g(Tn _TC)

Autrement dit, la série chronologique est détegmipar I'origine spatio-temporelle que I'on

a choisie. On calcule ensudet Tc entren etn + 1 de la maniére suivante :

T — ng+l _Tn — Tn+l2 _TnTn+2
c = =
g -1 2Tn+:|_ _Tn _Tn+2
gz T _ ToTe
T2~ Tor Tha—Te

Ce type d’équation n’est pas exceptionnel en Etlle porte le nom de convergence
géomeétrique se formulant de la maniere suivante :
s=tal
r.n+1 - r.n
Ce point présente la particularité d’étre supdslsta
Dans la pratique, il faut ajuster numériquemgnét Tc par une méthode d’estimation
statistigue comme celle des moindres carrés. Ohyidiser aussi comme estimateur statistique la
variablet de Student dans un tirage de Monte-Carlo (fig. 30)

6.1.2.1.2. L’'archétype de Boves

Aujourd’hui, I'exemple de Boves sert toujours dlaétype. Le site archéologique de Boves
se situe a huit kilomeétres au sud-est d’Amiengstl essentiellement d’époque médiévale et il fait
I'objet d’'une étude trés approfondie depuis dix @Racinet, 1996-2006). C’est un complexe castral
constitué d’une motte (élévation de terre vraisatleiment ou partiellement anthropique), d’un

chateau et de batiments d’habitation et/ou ecdBgiges (Racinet et Drouin, 2002 ; Racinet, 2004).
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C’est bien sir grace a tous les travaux existantes site que cette étude a pu étre possible
et réalisée. Ainsi, dix « dates remarquables »étiretenues pour construire le modéle. Les quatre
premieres ont été choisies en fonction des donakdeologiques. 920 et 960 correspondent aux
deux premieres structures en bois construitesasomokte. Vers 1025 les occupants ont mis en place
une structure mi-pierre, mi-bois. Vers 1140, ilsnooencent a batir le premier chateau a proprement
parler. Par I'étude d'Olivier Leblanc (2003), nosavons que la motte est ensuite occupée de

maniere continue. Le chateau connait alors plusigansformations et reconstructions.

n | Date réelle| g(n, n+1,n+2) |k | Tc(O,n) | Te(n, n+1, n+2 | log(T,-Tc)
BIFURCATION

0 920 1,32

1 960 0,62 3 856,00 856,00 1,78

2 1025 0,57 3 870,71 875,50 2,10

3 1140 0,52 4 883,34 899,05 2,38

4 1360 0,90 1 62,47 -876,67 2,66
BIFURCATION

5 1604 0,72 2 762,08 746,23 2,85

6 1945 3,02
BIFURCATION ?

Figure 29. Les dates calendaires observées et gresiestimations de g e¢. T

Les six derniéres dates sont obtenues a partsodeces historiques déja exploitées. Entre
1360 et 1380, les ducs de Lorraine reconstruiserdhbteau. Vers 1604, ce dernier chateau est
détruit, ce qui débouche sur une occupation de sn@mnmoins intensive. Du XPau XXI° siécle,
le site est réactivé en 1870, lors de la guerractraallemande puis en 1914-1918, lors de la
premiére guerre mondiale et enfin en 1939-1945, d&r la seconde guerre mondiale. A partir de
1997 deébutent les fouilles archéologiques. Une Kicgtion a été réalisée afin de résumer les
quatre derniéres dates entre la fin du XBiecle et le XX siécle en une seule. En effet, leur
connaissance précise n'est due qu'a la proximitdpteelle que nous avons par rapport a elles.
Aussi, ces quatre dates ont été « résumées » patéal945 qui est symbolique de la fin des
guerres franco-allemandes et du début de la catstnueuropéenne. De plus, la derniere trace « en
dur » (un bloc de béton arme) laissée sur le chiadtte de cette époque.

La figure 29 donne une premiere estimation gleet une estimation du nombre

. 1 . :
d’embranchements possibles ave&=-—-, et deux estimations déc. Elle montre une

décélération (Casét alii, texte pdf).
Apres plusieurs tests manuels, on trouve une va@eaomprise entre 0,56 (de a n,) et
0,68 (dens ang). La différence des valeurs s’explique sans dpatela présence d’une bifurcation
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entren, et ns (fig. 29). Laurent Nottale a confirmé ces résgltah effectuant un tirage de type
Monte Carlo afin d’ajusteg et Tc en utilisant I'estimateur statistique de la vaeabde Student
(fig. 30). On constate que pogr~ 0,56938 on observe un pic de la variabtee Student avec un

Tc =~ 870 pour les cing premiéres dates de la séri@yla qu’'une chance sur 50 000 d’obtenir ces
résultats au hasard.

120
100
80
60
40
20

820 840 860 880 900

Figure 30. L'ajustement de g et de @ar un tirage Monte-Carlo (communication persommele Laurent Nottale).

La valeur deT¢ est donc voisine de 870. Cette valeur n’est pasrabte ni pour I'historien
ni pour le géographe, puisqu’il s’agit du moment’etnpire carolingien se désagrege.

La fonction de bifurcationf (X) (fig. 31) varie comme la fonctioﬁﬁT —TC|)rn oumest le
nombre de bifurcations. Le probléme est que dartmsede Boves n'est pas constant, d’'ou la

nécessité de diviser la courbe en au moins deuxtiepar dans la premiéere,

m = 3, dans la seconda = 2. La rupture de pente de la courbe peut étreprét¥e, aussi comme
une bifurcation.

10000 - < point de hifurcation
~_ 1000
U
E y = 102,81e"%1%
& 100 R? = 0,9997
= y = 50,2470 3605
R? = 0,9998
10
1 m=3 m=2
. 1 2 3 4 5 6 7

RANG

Figure 31. La relation entre le rang et le log{Tc).

- 158 /202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007
Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

La figure 32 présente les dates théoriques obscapartir des valeurs deet deTc
choisies, réinjectées dans I'équation de I'évolutio

n | Date théorique| g optimisé | log(T,-T¢) | k
BIFURCATION

0 920 1,70

1 959 0,56 1,95 3

2 1028 0,56 2,20 3

3 1150 0,56 2,45 3

4 1366 0,56 2,70 3
BIFURCATION

5 1600 0,68 2,86 D

6 1944 0,68 3,03 D
BIFURCATION ?

Figure 32. Les dates théoriques obtenues par I'@qoale I'évolution.

On constate ainsi qu’'apres chaque bifurcation cs@@ le nombre d’embranchements,
c’est-a-dire en fait 'ampleur du choix, diminuéphsse de trois a deux. Puis, si on prend comme
date suivante 2080 (Nottadealii, 2000), il passe de deux a un. Ce qui, en sor, poe occupation
d’'un site archéologique, c’est-a-dire un site gqauhbi une « extinction », est tres logique.

De plus, d’'un point de vue purement mathématiqneemarque que :

2 2
(&J = (O’_68j = 1'47 = §
g,) | 056 2

ce qui correspond bien a I'’hypothese des trois andbirements qui sont portés au nhombre de deux
apres la bifurcation temporelle.

La figure 33 montre le nombre de choix d’évolutigossibles. Au début, il y a une rupture
entre 'empire carolingien et le systeme féodalrquée par une désagrégation spatiale. De 920 a
1360, il y a, a chaque « moment historique » tbvanches possibles donc trois futurs potentiels
dont seulement un se réalisera. Cela étant, l@mmgshe semble avoir réellement bifurqué qu’'a
partir du moment ou le nombre de choix possiblestgéduit a deux (en 1360). La bifurcation peut
s’expliquer par lintégration définitive, a une é@tle plus petite, du site de Boves dans I'Etat

francais en construction.
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axe des
échelles spatiales
/

2080
v

PETITE
| ECHELLE ~

Union Européenne 1945

1751
?

MOYENNE
ECHELLE

1604

_— == ——— -

Etat francais 13607 -1

...
g s
i
N
GRANDE
ECHELLE

AN
1025 ,
L7
90 ¥ ,

Systéme féodo-vassalique 920 RUPTURE

Empire romain

PETITE |

é

Figure 33. L'arbre de I'évolution spatio-temporetie site de Boves de la fin de I'empire carolingienXXF siécle.

Si I'évolution s’était poursuivie autrement (abserd’Etat francais par exemple), I'étape
suivante de construction aurait eu lieu, sur lateyoters 1751 (?). Quelle forme cette césure aurait
elle pu prendre ? Quelle nouvelle structure taigte aurait pu, 1a, prendre naissance ? Nous ne le
savons pas mais certains scénarii pourraient étrafgudes.

Rappelons qu’apres 1748, année du traité d’ARHapelle, et la constitution de la Prusse et
de I'Autriche « la possibilité d’'une hégémonie ftaise sur I'Europe disparait » (Duby, 1971, t.3,
p.246). La France devra ensuite ferrailler d’abpeddant la Révolution, puis entre 1869 et 70, puis
entre 1914 et 1918 puis enfin entre 1939 et 1946 assurer son existence.

La seconde bifurcation a lieu en 1945, si on premthmeTc = 2080, et si on considére
comme recevables les résultats de Laurent Nodiaddii (2000). La, il n’'y a plus qu’'un choix
possible. L'évolution du site n'a plus gu'une pbd#é, qu’'une branche. Tout comme les états
antérieurs, cela peut s’expliquer par I'intégrateamopéenne. Il ne présente plus aucun intérésquel
gue soient les niveaux considérés, sauf au niveiaatgique. A partir de la, il n’est pas impossibl
de penser que le site de Boves restera dans soaottl : c’est-a-dire a I'abandon jusqu’a la
prochaine rupture (2080 ?) qui peut étre lui redoamn intérét stratégique.
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6.1.2.1.3. Bilan et perspective

Enfin, il faut préciser que, pour I'ensemble desesétemporelles, trois cas sont possibles
(lorsqu’il existe au moins trois dates connues)) (accélération; (2) la décélération; (3)
I'oscillation non amortie. A la vue des donnéesadggcueillies, les trois possibilités semblent
exister. Il faudra en dresser une moyenne pourtatarssi, globalement, la tendance est une

accélération, une décélération ou une oscillatmmamortie.

6.1.2.2. L’espace

Cela étant, I'approche de Laurent Nottale demewant tout temporelle. Aussi, faut-il la
compléter par une analyse spatiale, notamment ta parI'’équation de Schrodinger généralisée
(Nottale, 1993 ; Nottalet alii, 2000, p. 350-353). Nous lI'esquisserons ci-dessOatie approche
permettra d’essayer de comprendre l'organisatioraddistribution dans I'espace des chateaux
(fig. 28). Cette étude n’a pas pour but d’étre estize. Elle vise seulement a dégager des pistes de

recherche fondées sur une analyse spatiale ealact

6.1.2.2.1. L’'analyse spatiale

La méthode est assez simple (Martin, 1997 ; 2003h)calcule une succession de densités
de chateaux en fonction de la surface de cer@degdrautour d’'un pdle organisateur c’est-a-dire des
principaux chateaux. On reporte ensuite les valsurain graphique avec en abscisse le logarithme
la taille du rayon (de cing kilometres en cing kikgtres) et en ordonnée le logarithme du rapport :

nombredechateau
surfactducercle

Le calcul est appliqué autour de dix positiongppsisées étre des pbles organisateurs®au X
siécle : Boves, Amiens, Corbie, Vignacourt, PicaqyigMoreuil, Poix, Conty, Folleville et Albert
(ou Ancre au Moyen Age) (Forriez, 2005). Il est dgpostulé un lien de subordination qui
s’exprimerait par une hiérarchie spatiale. Afinrdener a bien cette réflexion, il faut partir d’'un
postulat partiellement vrai. Celui-ci consiste @muser que le nombre des chateaux recensés dans
le comté d’Amiens primitif n’a pas varié au cours mps. Cela impligue que la distribution se
serait cristallisée entre €%t le XIII° siécle, ce qui est historiquement trés discutable.

Apres une étude approfondie de I'organisation’dgphce autour de chaque chéateau, on
observe deux types de structures spatiales : cehdontré a Boves, Amiens, Corbie, Albert et
Moreuil qui correspond a un polynéme qui « croiispécroit », et celui trouvé a Picquigny, Poix,
Vignacourt et Conty qui se résume a un polyndmesguiement « décroit ». Une seule structure

parait inclassable : c’est celle de Folleville.
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Cela étant, dans ce classement, il faut prendooepte les effets de bord. Les structures du
premier type couvrent presque toute la totalite€almté d’Amiens primitif avec des cercles dont le
rayon varie entre 15 et 20 km ; celles du secondevdu troisieme type intégrent un effet de
bordure presque immédiat au-dela de 5 km.

En prenant le hombre moyen de chateaux, on obtientnodéle plus « général », qui
exprime une « sur densification » moyenne entré 85ekm, puis une décroissance entre 25 et
75 km de l'effectif des chateaux. Cela étant, cetigation moyenne masque une décroissance

exponentielle au-dela de 25 km (fig. 34).

Ac =0,0004 R"3 - 0,0543 Rx"2 + 1,0440 R - 5,2342
"2 = 0,9681

16 - Constellation de chiteaux

de Boves

Accroissement du nombre
de chiteaux (Ac)

0 .
0 20 40 60 80
Rayon (R) en km

Figure 34. La relation entre le rayon et le nombneyen de chateaux.

Ainsi, une fois normée avec la surface, la déserise devient parfaitement exponentielle.
L’ajustement est parfait au-dela de 15 km. En comsgécge la distribution spatiale de la
constellation des chateaux n’est pas fractale aa de Benoit Mandelbrot (invariance d’échelle).
Pour avoir une structure fractale, il aurait fajlwe la densité décroisse en fonction des échekes,
qui est bien le cas ici, mais aussi qu’elle désmit'une méme valeur entre les échelles, ce gsi n’e
pas le cas ici. La distribution moyenne est ici angntielle ce qui correspond a une « super-
fractale » selon la classification de Laurent Net{d993).

Toutefois, I'analyse spatiale n’est pas complétaurait fallu pour cela automatiser les
calculs sur les mottes et/ou chateaux et intégreolution territoriale et la distribution spatiades
sites castraux du comté primitif d’Amiens a la FE&ractuelle. Cependant, ces premiers résultats
sont suffisants pour envisager de sérieuses pitagcherches. En effet, a partir de la nouvelle

carte (fig. 28), une nouvelle analyse spatiale s&pea réalisée sous Mathematica 4, par Laurent
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Nottale, lors de mon stage au C.N.R.S. a I'Obsematde Meudon. Le programme reprend
'analyse réalisée en 2005 et essaye de menertude gystématique en tout point (c’est-a-dire en
toute commune) de la corrélation entre la distqjozeant le réle d’'un rang) et la densité de mottes
et chateaux observée (fig. 35). D’aprés Laurenttalat les fonctions polynomiales observées
(Forriez, 2005, p. 128-141) correspondrait a ddgn@mnes de Laguerre qui servent dans I'étude
des fonctions radiales en mécanique quantique.efgnt dit, s'il s’agit effectivement de telles

fonctions, ce serait un indice de I'état quasi-qigare de I'espace géographique.

P

/|

Figure 35. Exemple d’analyse spatiale réalisée ddathematica 4 (avec I'ancien nuage de points [kexy 2005]).

Les polyndmes de Laguerre sont des solutions démeation différentielle linéaire du

second ordre sans second membré(x)y”+B(x)y +C(x)y=0. Ce sont des polynémes
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orthogonaux de degré ayant pour produit scalairé1‘|g>:jo+°o f(x)g(x)e‘xdx. En mécanique

guantique, ils donnent la dépendance radiale destifms d’onde de I'atome hydrogéne. Les

polynbmes de Laguerre permettent de calculer largence exponentielle d’une fonction radiale

R(x). On appelle fonction radiak(x), une fonctionR(x):M oux est la variable radiale. Il s’agit
X

d’'une fonction d’onde particuliere. Les polyndmeslaguerre sont des fonctions particulieéres des

fonctions de Laplace.

(-2

Soit an, coefficient dex": a, ==~ avec nOIN. Les polyndmes de Laguerre, (x)
n!

vérifient I'équation différentielle : xL, (x)+ (L— x)L,(x)+nL,(x)=0. lls vérifient également les
récurrences suivantes :

XL, (%)=l (x)+ 0L (x) =

(n+2)L..(x)+ (x=2n-1)L,(x)+ nL,.,(x) =0

Le calcul des coefficients des polyndmes de Lagugeffectue de la maniére suivante :

%= n!

8,1 = a“l()
__6\1—1(n+1)2

an-2 5
_Tan n+2)2

an-2 3

a = am(ni+i 1y
_ "4,

A n-1

a="2

Pour conclure, les polynébmes de Laguerre sonnhobtepar le développement en série de la

—xt
et &t .
fonction génératrice suwantel— Z— (x)=F(t,x). Les polynémes de Laguerre ont pour
= nl
norme pour le produit scalairdl:, | =n!. Les premiers polynémes de Laguerre sont :
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L,(x)=1
L,(x)=-x+1
Lz(x):%x2 -2x+1

La(x)=—1x3+§x2 -3x+1
6 2
|—4(X):%fx4 +233 43¢ —4x+1

Les polynémes de Laguerre associés sont les polymdle Laguerre tels que :

XLy (%) + (@ +1-x)L7 () + nL (x) = 0.

6.1.2.2.2.  L’analyse fractale

L’analyse spatiale radiale aboutit & I'établissetr@dune dimension fractale locale, c’est-a-
dire la dimension en chaque lieu servant de centatheureusement, une simple moyenne ne peut
établir la « vraie » dimension fractale qui corasgrait a la dimension globale du nuage de points.
Aussi, il faudrait calculer une des dimensionsthbas générales. La dimension de boites semble la

plus approprier. Le programme de calcul est enscdarconstruction sur Mathematica 4.

6.1.2.2.3.  Bilan et prospectives

Du fait, du manque d’information temporelle, I'tys®e spatiale est trés limitée. Il faut se
contenter pour le moment deffectuer les analysassd’état actuel des connaissances (XXI
siecle). Toutefois, la connaissance de donnéesamiigs plus fiables permettra de réaliser des
sortes « d'arrét sur image » en précisant la datdadcarte des chateaux, d’en faire I'analyse

spatiale.

6.1.2.3. L'espace-temps

On pourra ainsi dégager une dynamique temponeliés €également d’échelle. A partir de
la, la (re)connaissance d’un état spatial initednpettrait de développer dssenariisur I'état final
(actuel) de modéliser les différentes bifurcatispatiale et temporelle de I'espace historique dicar

des mottes et chateaux. Comment peut-on fairealieeainalyse ?

6.1.2.3.1. Le rble de I'équation de Schrédinger généralisée

La combinaison de I'analyse temporelle et spatiieutira a la définition d’'un état initial

auquel on pourra appliquer I'équation de SchrodinggEnéralisée. Elle permet d’organiser une
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diffusion auto organisée dans les échelles, geerable trés grossierement a une diffusion spatiale
dans les temps. Ensuite, il suffira de comparerdesltats théoriques avec les résultats du systéeme
d’'information géographique pour paramétrer le medelest-a-dire la recherche des constantes.
Ainsi, la fonction d’'ondey correspondra ici a la probabilité de trouver uatehu a une distance
pour un temps, mais aussi a la probabilité de trouver un chaéeane distancd pour une échelle
E.

De plus, une modélisation de I'espace géographigae I'équation de Schrodinger
généralisée semblerait plus efficace que les autsellulaires ou les systémes multi-agents dans
les modeéles de dynamique et de simulation spatig&aboration de la procédure et du programme

reste un grand chantier a réaliser.

6.1.2.3.2.  Bilan et prospective

Pour conclure, on peut dire que grace a une oerfarme de stabilité des données spatiales
et temporelles, I'étude temporelle menée sur Bosed'analyse spatiale menée sur I'espace
historique picard pourra servir de modeéle dansidlétd’autres espaces plus récents, notamment
dans I'objectif d’une prospective de tel ou tel aagement a court, moyen et long terme. L'espace-
temps de Laurent Nottale, appliqué en sciences im@&masuppose donc une réorientation de la
géographie et de I'histoire, c’est-a-dire une réidation structurelle entre une vision spatiale
(géographique) et temporelle (historique). Aingi, st contraint d’abandonner définitivement la

vision braudélienne du géographe plantant le décde I'historien expliquant le réle des acteurs.

6.2. Population des villes mondiales : du modele lingaaux modeles non linéaires

Cette étude a été menée dans le cadre d’'un aticle le cadre des rencontidgsoQuant
2007 (Forriez, Martin, 2007, a paraitre). Elle clarifeloi rang-population urbaine, bien connue en
géographie depuis un siecle, et propose (enfin)sahgion pour introduire I'espace géographique
dans cette loi en proposant un modele beaucoupéiberé et complexe que le modéle classique

linéaire, développé depuis Georges Kingsley Zipf.

6.2.1. Présentation de la loi rang-taille

Le modele de Pareto (1896) est rarement emplay® sforme classique en géographie. En
effet, il a été présenté autrement par GeorgesdtegdZipf (1932 ; 1935 ; 1941 ; 1949), qui a été le
premier & étudier systématiquement les distribstide tailles des mots par rapport a leur rang par
ordre décroissant en I'appelant « loi rang-taill&\salter Christaller (1933 ; Losch, 1940) a rejggs

type de modele pour expliquer la distribution sgatidu réseau urbain de sa théorie des lieux
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centraux : la populatio®; d’'une villei en fonction de son rang dans son ensemble de villes
nationales ou régionales ordonnées par tailleotsamtes obéit a la loi suivante :
_ K

r

R="t = R=K"

g est un exposant voisin de 1ketorrespond a la taille de la plus grande vﬁﬂp: K). Lorsque le

parameétreg prend la valeur 1, la signification de la loi ratiagle est particulierement simple : elle
décrit la population des villes comme une progmsgiéométrique inverse de leur nombre (ou de
leur rang).
Georges Kingsley Zipf analysait les distributiaisservées en référence a la droite qui les
ajuste sur un graphique bi logarithmique, avemlautation en ordonnées et le rang en abscisses :
NP =InK -qlnr,.
Cependant, cette expression est strictement éguitead celle du modele de Pareto, puisque le rang
ri d’'une villei est exactement la méme chose que le nombre @d\fM) dont la population est
supérieure ou égale a un certain s&yilDans le modéle de Pareto, I'exposant est applégieé
taille et non au rang :
1 1
re LI r =(Bj = KaFﬁ.
K K

1
Ensuite, il suffit de poser A=K® pour obtenir la loi Zipf-Mandelbrot (Pumain, Saihtlien,

1997 ; Pumain, 2006) :

alr

rh=AR

Si g est une dimension fractale, il ne faut jamais ®ubbue tous les exposants trouves

correspondront a I'inverse de la dimension fractale

6.2.2. Relativité d’échelle et loi rang-taille

A la lumiére de la relativité d’échelle, on pelartdier cette approche empirique. La loi
rang-taille montre que si I'on reporte, plus géta@reent, une variabl¥, par exemple la population
urbaine en fonction du logarithme de l'inverse dmgr,, la distribution s’ajuste a une loi de

puissance de la forme :

1 o
v, :VOH
Iy
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ou ¢ est identifié a la dimension fractalz Cette équation devient la solution d’une équation
différentielle d’échelle du premier ordre de lanfar:

dvie

$ =DV(e).

dine
La solution de cette équation est de la forme :

V(e) =VO(AJD

&

qui est la forme classique de l'invariance d’éahelDn peut par conséquent rapprocher cette

o
équation de I'équatioN’, :VO(lJ . Il suffit de poser :
r

n

A=1
£=T,
o=D

A correspond a la constante d’intégration qui seeatitiée a ce que I'on appelle I'échelle de
coupure c'est-a-dire a la résolution a partir dgeuédle un phénomene devient fractal ou, au
contraire, non fractal. Dans le cas des lois railtgt elle sera égale a 1. Cependant, le simple fa
d’avoir identifierA = 1 nous autorise a prendre n'importe quelle vapaur . En effet, le fait de
modifier cette constante n’aura pour conségqueneedguranslater la courbe vers la gauche ou vers
la droite.e est une résolutioni correspond a la dimension fractaleVgta la valeur initiale de la
série.

Nous allons maintenant présenter la relation wassentre le rang et la population urbaine,
classée en ordre décroissant qui est I'exemplesiglas des lois rang-taille en géographie. On la
trace généralement sur un graphique bi logaritheigear commodité mathématique, nous

utiliserons le logarithme népérien. Cet espaceobarithmique sera appelé espace des échelles.

D
L'équationV (&) :Vo[ij (fig. 36) devient :
£

InV =InV, + Dln(dj :
£

Autrement dit, il s’agit bien sur un graphique bgérithmique d’'une droite dans laquelle la pente
correspond a la dimension fractal®e (fig. 37). Il faut remarquer que la dimension fede
correspond, elle, a la dérivée devipar rapport au Ia:

dinV -D
dine
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Nous proposons, pour tester cette loi, d’étudidvdae de données de 'ONU qui recense les 435
premiéres villes ou conurbations mondiales disdenib sur le web

(http://www.populationdata.net/palmaresvilles.php).

1120

y = 95,829¢%737™ 1100
R%=0,9789

Population urbaine

-In{rang)

Figure 36. Ajustement linéaire entre la(Rang) et Population.

5,0
y = 0,7337x + 4,5626 45
m R?=0,9789 '
g , 4,0
S 3,5
=
El 3,0
f =
S 25
s
g 2.0
& 41,5
e
£ 41,0
10,5
7 6 5 -4 3 2 1 0
-In(rang)

Figure 37. Ajustement puissance entrellg§Rang) et ldn(Population).

On constate que I'ajustement statistique n’est gasfaisant. D’ailleurs, il est probable
gu’aucune série ne correspond parfaitement a unmlssance pure. En effet, sur la figure 37, on
voit trés bien qu'a partir de la valeur -2, l'agstent diverge compléetement par rapport aux
données analyseées. Pour y remédier, il suffit dtajuun polynédme du second degré dans I'espace
des échelles (Laherrére, 1996, Pumain, 2006)38Y.
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y = -0,0638%° + 0,1949x + 3,5327
R?=0,998

In{population)

-In{rang)

Figure 38. Ajustement d’'un polynéme du second degteée le in(Rang) et ldn(Population).

Est-ce une curiosité ? Une anomalie ? Est-cedava que I'approche fractale est inadaptée
pour une étude géographique ? Vraisemblablement gas étendant le concept d'invariance
d’échelle a celui de dépendance d’échelle, il essible de faire fond sur la géométrie fractalerpou
mieux décrire cette structure d’ordre qui transpatans le réseau urbain mondial sommairement

rendu par le niveau des populations des agglorésati

6.2.3. Loi rang-taille parabolique

Nous avons pu ajuster dans I'espace des écheleeparabole (fig. 38), ce qui correspond a

une équation de la forme :

) (2

ce qui se transforme en :
aln(%jm
V= e°(dj :
£
c =V, et on appellera la constarfe= C, ce qui donne une loi de Gibrat généralisée.
aln(%jm
V= c(ij .
£

En effet, pour obtenir la loi de Gibrat classiqu®31 ; Armatte, 1995), il suffit de poser, en
redéfinissant les constantes :

a=-A
b=-2AB
1
C=——¢"
Jr
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Dans I'équation de Gibrat généralisée, nous camssafue I'exposant est devenu variable. En effet,
si on reprend, en vertu du principe de covariatecédgfinition de la dimension fractale, a savoir la
dérivée de IV par rapport a lm, on obtient donc :

dinV
):

D(ne
dine

=2alne+b

2alne+b qui correspond a la définition de la dimensiactale de Laurent Nottale est devenue
variable.
On notera en outre quealne+b correspondraitgrosso modoa la variable
z=a.ln(x-Xp) + b de la loi de Gibrat.
De plus, une limite particuliére doit retenir reoattention :
lim D(lne)=b
Autrement dit, lorsque tend vers 1, la dimension fractale devient constathcorrespond a un cas
d’invariance d’échelle. On peut alors poser :
b=D,.
Nous allons maintenant essayer de trouver I'ogigia la loi parabolique. Nous savons :

dinVv _
dine

oriciD = D(In ¢) = 2aln ¢ + b. Nous introduisons cette donnée dans I'équatiéeéatente ce qui
nous donne :

av
dine

=2aVine+bVv

ce qui s’integre tres facilement en séparant lesivizs.
Vldv =(2alne+b)dIne

- InV=allnef +blne+c

- V - Cgalnﬁb
Ce résultat, illustré par la figure 39, est remafie a plus d'un titre. Il permet de résoudre un
probleme posé par Jean Laherrere dans son Conmate &el’Académie des Sciences (1996), mais
aussi de définir un attracteur qui montre une Btatexceptionnelle dans I'espace des échelles, de
la structure observée sur la figure 40.
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y=34 2162y~ 0-06381nx+0,1040
R*=0,994

Population urbaine

-In{rang)

Figure 39. L'ajustement par une double loi puissade la série —In(Rang) vs Population.

Portrait de phase en échelle

1,2

y=-0,1276x + 0,1949 14
R%=1

Dim fractale
dinP/dInE

-7,00 -600 -500 -400 -3,00 -200 -1,00 -
-InE

Figure 40. Le portrait de phase en échelle.

Cependant, linterprétation reste délicate. Eneteftomme toutes les lois d’échelle,
'équation différentielle d’échelle paraboligue edans sa forme absolue. Autrement dit, les
populations urbaines peuvent croitre, la formeadeelation restera inchangée. Il est donc logique
gue I'ajustement parabolique soit toujours pluscheode la structure analysée. Toutefois on peut
obtenir un meilleur ajustement avec un modéle nmwaire intégrant une correction log-périodique

de la loi de puissance.

6.2.4. Correction log-périodique et loi rang-taille

Nous nous sommes longtemps questionnés face damrges pour savoir si la meilleure
solution était une correction log-périodique inaate d’échelle ou dépendante d’échelle.

Le plus simple a été de les tester toutes les.d&ulssue des calculs, il s’est avéré que
nous avions a faire a une dépendance d’échellpéagdique. Contrairement a la théorie, nous
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n'allons pas ajouter une valeur critique car, @&, n’est pas nécessaire puisque l'inverse du rang

ordonné de fagon décroissante tend vers zéro. Nallms donc multiplier I'équation

AN . o .
\% =C(—j ’ par une correction log-périodique, ce qui donne :
£
V =Ce*¢**(1+ Bcodwlin €))
dans notre cag,= 0,1 etw = 4, en premiére approximation.
Dans ce cas, la dimension fractale sera égale a :

:dInV
dine

D' (2alne+b)+4i.

Il faut remarquer que la partie réelle est unetionc Il n’y a donc aucune raison d’interdire laseni

en fonction de la partie imaginaire 8 ce qui permettrait d’obtenir un meilleur ajustemdn
plus, c’est peut-étre par la partie imaginaire Ko pourrait introduire I'espace géographique dans
les lois rang-taille. Elle correspond peut-étre aiimension fractale du nuage de points des villes
étudiées. Les données n’étant pas a notre dispogitur vérifier cette hypothese, la question reste
ouverte.

Comme les lois de puissance, cette correctionp@gdique demeure profondément
analytique. Il faut essayer maintenant d’identifesy variables la paramétrant. A quoi correspondent
p etw ? Cela reste a établir. Autrement dit, sans relaionexe, il est extrémement difficile de
paramétrer la courbe. Pourtant, de nombreux phémesnén géographie présentent clairement, de
maniere intuitive, des oscillations log-périodiquesais il est extrémement difficile de les
paramétrer. Toutefois, la figure 41 montre bienuguajustement log-périodique est beaucoup plus
pertinent pour la loi rangs population urbaine, méme si le coefficient de aBbeation est un peu

plus faible.

¥ =34,2162x 0005019 (1 4 01 60s(4In x))

Population urbaine

-In(rang)

Figure 41. L'ajustement parabolique corrigé par uoelog-périodique.
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Les figures 42 & 44 montrent évidemment un attactycligue présentant deux régimes :
un premier régime qui englobe le second et conces@remiers villes mondiales d’'un point de

vue de la population. Le second régime présertadeyénéral des petites et moyennes villes.

Attracteur log-périodique

60,00 -
40,00
20, a
i
=
=] r T T 1
E -60,00 0,00 40,00 60,00

-40,00 A

60,00 -
B*{dV/dInE)-C*V

Figure 42. Le portrait de phase de l'attracteur ipgriodique 1.

Attracteur log-périodique

100,00 -

80,00 ~
()
=
z J
> 60,00
=l
@
X 4000 -
)
=
=
:>- 20,00 A
s

- 10,00 20,00 30,00 \/A0,00 50,00
-20,00 -
C*(dVv/dInE)

Figure 43. Le portrait de phase de l'attracteur ipgriodique 2.
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Attracteur log-périodique

100,00 -

80,00 -~

60,00 ~
&

,,‘4'-’ 40,00/ -
m
=

2 20,00
2
h=

-20,00 - 20,00 ,00 60,00 80,00 100,00
-20,00  ~+
-40,00 -
B*(dV/dInE)

Figure 44. Le portrait de phase de I'attracteur {pgriodique 3.

6.2.5. Quelques notes sur I'indiceg de Philippe Martin

L’indice G a été utilisé par Philippe Martin (2004b) pouttdde des reliefs dont I'analyse

fractale montrait des polynémes dans 'espace desllés :

ol Da est une « dimension fractale asymptotique a est le coefficient e’ du polynéme du
second degré (fig. 45).

In_ L

—
[}
1

y=a'x+b”
=F(x, )% = T7(x, )x, + f(x,)

[{u]

f(x)=ax2+bx+c

(mn]

= m

(4]

B L B InE
02 04 0F 0B 1 12 14

=

Figure 45. Définition de la « dimension fractaleyagptotique ».
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Aujourd’hui, on peut démontrer cet indice de mamiguivante. Lorsque — X,, on peut
ecrire :
ax,” +bx, +c=ax’ +bx+c
= a(x, = x)(x, +x)+b(x, —x)=0
< (%, =xalx, +x)+b] =0

X, = X
a(x, +x)+b=0

X = X
< -b b+ax,
XT—=X, =~
a a

or, on sait que la dimension fractédg correspond au nombre dérivé de la tangente.eh suffit
donc d'écrire :
_ _brax, . __b+2ax, __Da

X=X, = =
A a A a a

=G.

L’indice G correspond donc mathématiquement a :

_b+2ax,

G=Xx-X,= lorsquex — X, .

G traduit alors, de maniere synthétique, la déperelatiéchelle et permet d’écrire une

éguation non linéaire

dinL
Aln‘E:G:x—xA:—b+2axA —_dlne :_EXM
a a a dine

or on sait, par définition, que

Alne=dlne
donc
dmgz—ldeL
a dine

c’est-a-dire I'équation non linéaire

1
ding)* =-=dinL.
(dine) ~din
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Indice G

16,00
14,00 A
12,00 ~
10,00 ~

8,00 A

Indice G

6,00 A
y=-2x+ 15,20
4,00 A RZI=1

2,00 A

1,00 200 300 400 500 600 7,00
X-X,

Figure 46. L’indice G de la loi rang — populatiombaine.

Apres I'exemple de la loi rang-taille oty = In(435) (fig. 46), un deuxieme projet de
recherche se dessine alors en reprenant les traleaBkilippe Martin (2004b). On sait grace a eux
gu’il existe une relation entre lindic& et laltitude h qui a été avérée empiriquement.
L’explication mathématique d& ouvre la possibilité de fonder une théorie de taphogenése du
relief, presque exclusivement percue comme unetstation issue d’'une dynamique d’échelle !
En effet,G correspondrait selon toute vraisemblance a uree fdi€chelle constante. Autrement dit,
I'évolution d’'un relief quelconque (le temps) dawiait mineure dans le processus d’émergence

d’'un relief. Une théorie purement spatiale pouinsigtre formulée.

6.3. Le modele du R.I.LK.S. Un exemple de processus &bappliqué a un automate cellulaire
modeélisant I'espace géographique
Nombreux sont les modéles de simulation ou leduhtions fractales sont négligées. Parmi
eux, on peut citer le modéle du R.I.KBegearch Institute for Knowledge Systerdsi découvert
ce modele d’automate cellulaire lors de mon stagBesancon (novembre 2006). Il est trés
intéressant car la fonction de transition a miabefle une fonction puissance correspondant a un
cas de dépendance d’échelle. Or, les principauxegirurs du modéle (White, Engelen, 1993,
1997 ; Engelen, White, Uljee, 1997 ; White, 1998)t @écouvert cette formule de maniére
empirique. L'objectif de cette partie est de repirendans un cadre plus théorique les résultats de

I'article.
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6.3.1. Description des parameétres du modeéle a micro échell

C’est un modéle a trois parametres : (1suatability; (2) I'accessibilité ; (3) I'effet de
voisinage.

La suitability est un nombre attribué a chaque celjudm fonction de l'intérét a apporter a
ce lien. Elle est notéa.

L’accessibilité de la cellulpau réeseau de transport est ndge

-1
a.
T = 1+2 =
' a. a, +D

J

D est la distance entre la cellylet la cellule la plus proche a travers laquglést connecté au
réseau. g est un coefficient représentant limportance dacdessibilité du réseau pour
'aménagement dg Il exprime le fait que pour de nombreuses a@svitelles que l'industrie, un
acces direct au systeme routier est plus impoga@tpour d’autres comme I'agriculture.

L’effet de voisinageC; est calculé de la maniere suivante.
C =22
d x k

a est le poids du paramétre appliqué a 'aménagedwkta la positiorx dans une distanagde
son voisinager est une fonction de Dirac ot 1 si la cellule est occupée par 'aménagenkesit
sinonr = 0. C; est donc une constante dépendante etedex.

La transition se réalise avec une perturbatiochststique. Un potenti€d; pour chaque
fonction (vecteur de transition des potentiels)castulé pour chaque cellule telle que :

Q, =0T, Z,C,

u=1+(ln(%n avec /7 est une variable stochastique eﬂ]B,g] sinon le

modele n'est pas réaliste.
On peut rapprocher la fluctuation stochastiquelaldonction de transition a une loi
dépendance d’échelle.

6.3.2. Etude de la fluctuation stochastique

L’articulation micro-macro est au cceur de cettectfhation stochastigue. Comment la
réintroduire, comment la contréler ? Les lois d@td sont I'unique outil que les mathématiques
nous offrent. Autrement dit, cela revient a un peoke fractal, qui est résolu par le calcul du

potentielQ; qui sert a faire la transition entre les étatstugue cellule. Reprenons :

-178/202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007
Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

Q; =uTZ,C

- Q =TZ,C, 1+[|n(1D
n

T,Z,C, est une constante obtenue par un paramétragelasgedability, 'accessibilite et

I'effet de voisinage. Nous allons le contracter. en
B=T,Z2,C,.

6.3.2.1. Variable stochastique fractale

On obtient donc

oA )

ce qui correspond presque a la loi d’échelle stah(dottale, 1993) :

el

ou L correspond a une longuel, a la longueur initialeDt est la dimension topologiqub, est la

dimension fractaled est I'échelle de coupure etest la résolution.

L=Q
Ly=8
D-Dy a
1+[ij :1+In(1]
€ 4
D-D; =a

1) (AT .
Essayons de redéfinir le terrEm(—D comme étant egal E’:&j c’est-a-dire :
£

O

Cependant, on constate alors que :
a#D-D;.

Des lors, le but des calculs suivants sera derteeteétablir cette égalité.
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6.3.2.1.1.  Hypothese de départ

n est une variable stochastique que nous allondifigera un mouvement brownien en

premiére approche. Sa dimension fractale est dgale & 2. De plus, on sait que][gg}

Recherchons une formule unissantD et D. On trouve, aprés quelques essais, que:

a =DT#.D+% :%+g ce qui limite I'étude de la variation de la dimemstopologique, soient

trois cadDt=0,D1=1 etDy= 2.
6.3.2.1.1.1. Dy=D=2

D . . . .
a:FT+ . Soit la borne maximale pour laquelle la simulatidemeure

N w
1
NN
+
N w
1
N o

réaliste.
6.3.2.1.1.2. Dr=1etDh=2

3 4 . R . e
+§ ZE =2, ce qui correspond a un cas intermédiaire.

6.3.2.1.1.3. Dr=0etD=2

Q
I
K
+
I
I
+
N w
I

3 : - : .
5 Soit la borne minimale pour laquelle la simulatidemeure

réaliste.

6.3.2.1.1.4. Conclusion partielle et prospective

Résumons les cas étudiés :

(1) siDr< 0 alorsa <g. Le modele est impossible & modéliser.

(2) siDt > 2 alorsa >g. Le modele est impossible & modéliser car nousaes

dans le domaine a trois dimensions.
Il faudra bien sOr dans la perspective d'une agpeacompléte reprendre ces résultats pour

en réaliser le cas général.

- 180/ 202 -



Maxime FORRIEZ Le vendredi 18 mai 2007

Construction d’'un espace géographique fractal.
Pour une géographie mathématique et une recherthedhéorie de la forme.
Texte de synthése

6.3.2.1.2.  Démonstration de la fractalité par la constructier’indicey

Reprenons . # D-D,, on va supposer gu’il existe un nombre fractiorsgi tel que

a=y(D-D;). On trouve :

_ 2D, +3D
4 2D(D-D;)’

On peut donc écrire :

CERGNEEIN
)

Il nous faut d’abord vérifier que I'indice empidg y fonctionne.

Dr=D=2|Dy=1etb=2 | D;y=0etDh=2
_ 5 4 3
a= —=25 —=2 —=15
2 2 2
a
D-Dr=—= 0 1 2
14
3
y= indéfini 2 —
4
1 1 4
= 0 = —
14 2 3

Ce tableau montre que I'indige est indéfini quandt = D = 2, ce qui nous fait restreindre notre

étude aDr=1etD=2) et Dr=0etD = 2).

Ensuite, rappelons que nous cherchions une éeguieglentreQ; =ﬂ[1+(ln(—j] J et
Ji

D-Dr
L= L{l{ij j Pour cela, on poset” =1 ete'V =& et D-D,; #0, ce qui donne :
£
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Y _((AY)
COR(E)
n £

mais commex = (D - D; ), on peut écrire que :

1) _ X S
In| === < —€'Inp=A" cest-a-dire-&"Innp=A1".
n) &

Grace a cette formule, on comprend pourquoi lanibe de Robert White et de George
Engelen ne fonctionnait gu'avec le logarithme d’'waeable stochastique. En effet, par définition,
/7D[O,1] donc

O0<n<1l,

= limlnp <Inp <Inl car le logarithme népérien est une fonction cesits dans
n-0

IR et on sait qu’il existe une asymptote verticalé®en
= (Inp)o]-e 0] ;

1 1
or—-¢¥<0donc-¢"Innp>0.

n) €

vraisemblablement contenir I'échelle de coupliret la résolution’. Malheureusement, les calculs

1\_AX A L : . . .
In(—j =— permet donc de contrdler la fractalité urbaia@sile sens ou I'expression doit

précédents n’'ont pas réussi a trouver une formxgeirmantl’ ete’ de maniere indépendante de
—Iny. Cependant, pourquoi a-t-on besoin d’'un termet@il&? Tout simplement parce que nous ne
pouvons pas mesurer de maniére précise commenbielielle cellule va se déployer dans I'ordre
des échelles. En effet, le modele prend égalemembmpte des facteurs humains, difficilement
modélisable, d’ou la nécessité de faire appel avami@ble stochastique permettant d’envisager le
maximum de possibilités.

Enfin, il faudrait revenir sur notre hypothese digpart (le mouvement brownien) et faire
varier la dimension fractale entre O et 2.

6.3.2.2. Signification mathématique et intérét du terme taliéa

Toute I'étude précédente montre que le termeaitéate la fonction de transition de Robert
White et George Engelen permet effectivement dérglem la propagation entre I'échelle micro et
I'échelle macro. C’est lui qui permet de placeréebelles de coupureentre le domaine fractal et
le domaine non fractal (fig. 47). Autrement ditest lui qui contréle la fractalité de chaque cellul

et qui permet de parfaitement contrbler I'automagdlulaire. Nous avons ainsi redécouvert
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empiriguement la notion de «chaos interne » défimi Laurent Nottale (1993), c'est-a-dire,

formulé de maniére trés raccourcie, qu'il est ¢ertae le modéle est incertain.

variation of the length variabion of the scale dimension
T T T T T T T T T T T T = T T T T
5 = 5 < -
frackal 2 frackal =
i @ i = ]
£ £ g
n _scsle- = [ scale - ] z
= independent =1 independent | T
_____________ e =
m:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
In In

Figure 47. Transition entre objet fractal et objein fractal (Nottale, 1993).

Le premier graphique montre qu’un objet peut étaethl & micro échelle et non fractal & macro
échelle. La transition est matérialisée parLe deuxieme graphique montre que la dimension
fractale reste constante a une échelle micro pach#t aprés I'échelle de transitidpour revenir a

la dimension topologique.

6.3.3. Conclusion

Le modele du R.1.K.S. présente bien une dépenddigckelle dont I'étude semble avoir été
négligée au profit d’'une certaine fonctionnalité chodéle. Toutefois, observations et analyse

fractale montrent qu’elles ne sont pas contradiesoi
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7. Conclusion générale. Géographie et relativité d'éalle, vers une géographie

mathématique

Faire un bilan est toujours quelque chose dediéésat lorsque I'on sait que les conclusions
apportées seront provisoires. Elle s’articulerademx points. D’abord, un récapitulatif de la
géographie, de la relativité d’échelle et de I'egpgéographique quasi quantique est nécessaire.
Ensuite, la description du projet de ma these @nerant quelques conseils d’André Dauphiné

semble étre une bonne ouverture.

7.1. Geéographie et relativité d’échelle

Ce mémoire s’est acharné a montrer que géographelativité d’échelle possédaient de
nombreux points communs. Leur rapprochement impligatre autres a construire ce que I'on a
appelé espace géographique quasi quantique. Taytéf® ont tout de méme des points de
divergences forts car la relativité d’échelle ese whéorie issue de la physique. Aussi, avant de
construire l'espace géographique quasi quantigudaudra bien comprendre la signification
géométrique et analytique des variables physiques pe pas tomber dans ce que I'on pourrait
appeler de la physique géographique. Ainsi, il faudonstruire une véritable « géographie
mathématique » comme le montre la définition dedite G. Le modéle spatio-temporel reste
largement a construire. L'avantage de I'étude dspace picard historique est que I'on dispose d’un
temps long dans lequel on peut dégager des régltesrajes que I'on pourrait appliquer a d’autres
cas géographiques. Afin, une premiéere clarificatt®@s lois rang-population urbaine et de son
rapport a 'espace a pu étre avancée grace a daig¢hge la relativité d’échelle. Qu’est-ce que la

géographie mathématique ?

7.2. Projet d’'une géographie mathématique

Pour Emmanuel Kant, « la géographie physique.e$tn abrégé universel de la nature ; et
comme elle ne constitue pas seulement le fondeaentistoire mais aussi celui de toutes les
géographies possibles, il faudrait traiter brievemdes parties principales de chacune d’entre
elles » (Kant, éd. 1999, p. 73). Il distinguait saicing géographies principales : la géographie
mathématique, la géographie morale (diversité de=sure), la géographie politique (fondée grace a
la géographie physique), la géographie de marciw@l{tation du commerce et de la production) et
la géographie théologique (répartition des religjolCes différents domaines de la géographie sont

bien sar plus ou moins dépasseés et révélateurg denaine idéologie.
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La géographie mathématique d’Emmanuel Kant renadi@ cartographie, a la description
du mouvement de la terre dans le systeme solairaurt notions de physiques classiques.
Aujourd’hui, cette géographie mathématique a éveokrs les études morphologiques (structures).
Mon projet consiste a laisser la cartographie corahieeest, a laisser la description du mouvement
de la terre aux astrophysiciens, mais a introdigspace de la mécanique quantique en géographie,
en remarquant quUEmmanuel Kant ne pouvait pas éoenan tel espace. Ainsi, mon espace de
travail est un espace quasi quantique. Pour nalpasdir davantage le texte avec les théories de la
mécanique quantique, jai choisi de les exposeisdaa future these. De plus, je pense que la
présentation de la théorie des fractales étaitak§az imposante d’un point de vue mathématique.

Toutefois, André Dauphiné (1978) rappelle troiagkxs des mathématiques : (1) le désir de
faire du modernisme ; (2) les erreurs d’interprétat (3) les simplifications abusives. Aussi, ®ut
la difficulté de la définition d’'un espace géograpie fractal telle qu’elle a été formulée dans ce
mémoire, est bien de louvoyer entre ces trois é&cymissibles. En revanche, André Dauphiné
(1978) précise également qu'une démarche quamétat de conceptualisation permettra: (1)
préciser un concept existant; (2) enrichir lescembts existants; (3) formuler de nouveaux

concepts. C’est évident dans cet objectif qu'ildi@upoursuivre les recherches.
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